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Infroduction

« L'intégration est le calcul d’une intégrale

c’est-a-dire I'aire sous une courbe ou celui d’'une primitive S,
Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716)

* Notation : symbole mathématique représenté par un S allongé :

_[ ce qui signifie somme (summa en latin), introduit par Leibniz

c.a/d. d'une infinité de quantités infinitésimale selon Leibniz ...

Justification : l'intégrale de Riemann

Généralisation : I'intégrale de Lebesgue

Applications : intégrales curviligne, de surface, multiple



Calcul d'aire

« Dans le cas d’'une fonction continue positive,
On note 1=[0,a] le domaine d’intégration

f(a) -

« L’integrale de f sur | est noté ;

QAo Qw

dx ? indique que l'on intégre sur la variable x

par petites tranches
dx est une forme différentielle, il s’agit d’intégrer
f(x) dx sur le chemin d’intégration [a,b]

Jx) ay




Calcul de primitives

Permet de calculer l'intégrale d’'une fonction f(x)

On introduit la fonction F(x) dérivable appelée primitive de f:

F'(x) = 1(x)

Isaac Newton
1642-1727
Calcul de l'intégrale sur [a,b] :

QQw [Ow] F(BF(4)

51 F(X) peut étre obtenues par ses intégrales indéfinies :
F(x) =, "Qodt+K avec K=F(a)

Sous certaines conditions le calcul d'intégrale a I'aide de la primitive (opération
de primitivation) est équivalente a celle de calcul d’aire sous une courbe

cf. le théoreme fondamental de I’analyse (Newton) :

1: certaines fonctions sont « la dérivée de leur intégrale»

2: certaines fonctions sont « l'intégrale de leur dérivée»



ye &%
Calcul d’integrales b
1 L
« f(x)=1: fonction constante 5 P .
calcul par les aires D, pdx=1xa=a : L

La primitive est F(x) =x : pdx :F(a)—F(O)=a—0=a\j° |

. f(x) = x, primitive F(x) = x2/ 2 \

f(x) = xX, primitive F(x) = x**1 / k+1 pour k # -1 \ %

f(x)/= 1/x , primitive F(x) =In |x|  (logarithme népérien)

(X) = F(X) =e* (exponentielle) I]

A
¥

f(x)=cos(x) , primitive F(X) = sin(x) - Cexo
f(x)=sin(x) , primitive F(x) = -cos(X)
f(x)=tan(x) , primitive F(x)= -In [cos(x)| 2

il

| Attention aux domaines de définition ... ——/0 R
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" 4 V 4
Proprietes
» Calcul de la moyenne d’une fonction f sur I'intervalle [a,b] :

p EAY AN ) \
m= -——s Qw Qw
W W

« Relation de Chasles :

Qw Qw QW Qw "QwQw

C alorsw Qw Qw et RAWQw >v R w Michél Chasles

1793-1880

« Linéarités :
soitkréelalors = QQm Qdx'Q "Qw Qv

Qw Qw Qw Qw NQ QwQw

(linéarité de la fonction integrale)



Propriétes (suite)

* Intégration par parties :
si f et g de classe C! (dérivables et dérivées continues)

Qw UAVQw QAU IVQw [T Qw ]
d'aprés la dérivée du produit : [ f(x)g(x) I = F(x)g(x) + f(x)g'(x)

Exemple) f(x)=In(x) et g’(x)=x
W . . W, . W o
Got & Q6 [—I Ic}o] Y oL [—| Qdo)] 9[—] 212 - 2
C C C ClG T

« Changement de variables :
sy/f continue et g de classe C!

Qw Qw "Q'Q0 "QOQO0 avexc=g(t)
avec dx=d[g(t)]=g’(t)dt
Exemple) 1= ¢ @é & Qdvec a=-v- A B=2vV-. Soit g(t)=t2 le changement de

QE@QeF[i Q] 5 =0-1=-1
7

variable, g'(t)=2t d'ou I=, -



Intégrer I’X

« « X » Cc’est Polytechnique,
un polytechnicien Xannée de promo (pour les filles ont dit X7)
Premiére année ou « sup » (classe préparatoire supérieure) :

W ( ECOLE
0WQ w [—]j P T P POLYTECHNIQUE
C C C —
y p p . . Q\
« 27de gannée ou « spé » (classe préparatoire spéciale) : Yy |P PARIS
. Jop 1T p o
WQw |— =
| C ¢ ¢ ¢
« 3eme gnnée toujours en « spé » (les redoublants) :
(P w T UL




Aire du disque

y=f(x)= +/-JY o
« AreA=A.-A=2 JY w@ow

d'ou dx = d(RcosB) = -Rsin@ do

etvY & Rsind

A=-2R2sin20(®=2 R?2 P

AP
C

T

8.5
2

* R rayon du disque, équation du cercle x2 + y2 = R2

« Changement de variable : x=Rcos0 et y=Rsin0

2.

Fonction /

cosinus ! / 0

/
J

/

-360°  -270°  -180° -90°

90°
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0° 270°

360°

L)

\, , M(X,y)

B=2R?2

j

E’(B=2 R#t/ 2 1R ?2



Volume de la sphere

* R rayon de la sphere, équation de la sphere x2+y2+z2=R?

« Meéthode des indivisibles (principe de Cavalieri) :
decoupage en petits disques de rayon r(z) tq r’=R?-z2

. . Bonaventura Francesco
 Le volume V est l'intégrale pour z=-R a +R de Cavalieri 1598 -1647

la surface des petits disques S(z)=1r r?

; a
TrrQa A 20 QO AlYa ‘E
‘1z
[R3-R3/3+R3-R3/3]=4/3 A R3 o
5
— ol y
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Intégrales numeriques

» Les fonctions n'ont pas toujours de primitives explicites !
Exemple) f(x) = 1/In(x)

Quand on est dans le cas de courbes expérimentales, quand n’a pas de formules

Y
)

 Methode des rectangles/point milieu : |

soit une suite de points équidistants x;, f(x;)

avec p = X;,;-X; pour i=0 an

soit S; I'aire d’'un rectangle de hauteur f(x;) et de largeur p, /S‘
f

<

fx:)

alors | =B "dwyn

rectangie

éthode des trapezes : "
st I'aire du trapéze (voir figure)
SRS ),

trapeze




Integrale de Riemann

» Intégrale des fonctions sur un segment d’'une fonction reelles
bornée et presque partout continues* : fonctions continues,
continues par morceaux et les fonctions réglées ...

Bernard Riemann

 Fonctions reglées : fonctions qui sont la limite uniforme d’'une 1826-1866

suite de fonctions en escalier

* Fonctions en escalier : fonctions constantes par morceaux
ervalle [c,d]: . ?2dQ dx=d-c
fonction caractéristique qui vaut 1 sur le segment [c,d] et

Ainsi/sur [a,b]jonaura: . "Qw dx=B | Qw d x

B "Q &kndxB ( +Il

lec "Qfonction indicatrice sur [¢3, 63

combinaison d’indicatrices, et on obtient la fonction en escalier
méme valeur pour toute décomposition

: : 12
(*) fonctions continues sauf un ensemble de mesure nulle



Intégrale de Riemann bis

» Intégrales inférieures et supérieures puis passage a la limite pour
Intégrer les fonctions réglées

« Soit l'intégrale inférieure de f: | (f) W

Cette intégrale doit étre supérieure a toute fonction I _
en escalier g inférieure af et ainsi :

gx)<fxX)Y . Qo dx<_  "Q® dx
et I():=00D Qw dx<_ Q& dx

b

Wo Gy
De méme avec Pintégrale supérieure de f: I,(f), ~ fonction en escalier
Cette integrale doit étre inférieure a toute fonction

en escalier g supérieure a f et ainsi

Gaston

MAujourd’hui on utilise plutot les sommes de Darboux (avec un pas h)  paoux.
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Intégrale impropre

 Ou intégrale généralisée.

« Convergence d’une intégrale impropre .
— Lorsqu’on intégre jusqu’a une borne infinie
— Lorsque qu’on intégre jusqu’a une borne en laquelle la fonction n'a
pas de limite finie
— Lorsqu’on englobe un point hors du domaine de définition dans
I'intervalle d’intégration

M
» Exemple) lintégrale de Dirichlet : l,-’”‘ \\
ORd_ . / Ja
—OQw \
w | \
est semi-convergente et vaut 11/2 mais / H\
A \//\ - fl '\\I ; /\\/
Q—‘ELE Q wdiverge ! \/ \/

w
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Intégrale de Lebesgue

« Généralise I'intégrale de Riemann : limitation aux fonctions bornées
(pbm des integrales impropres), limitation aux fonctions réglées
=> extension aux fonctions étagées i.e. fonctions mesurables

- o _ yo——
Utilise la mesure de Lebesgue pour integrer les fonctions 812756.23391%

mesurables.
On introduit un espace mesurable (X,A,u) avec X espace euclidien R" ou
Cn, A la tribu des boréliens de X (intervalles ouverts, pavés, boules,...), Y
est la mesure de Lebesgue (aussi une probabilité sur I'espace de probabilité
(X,A)) :

finie de fonctions indicatrices i.e. fonctions étagees :
B A1, du=B A:u ! pourtout a réels

] . . fonction étagée
intégrale de Lebesgue d’'une fonction f est construite par la borne

supérieure des fonctions étagées g: . "Qdu =0 QD "Qdy

si_ s@du< Hb alorsfestintegrable au sens de Lebesgue
15



Integrale curviligne

« La fonction a intégrer est a évaluer sur une courbe I pour un champ scalaire f
de ' vers R : soiti (t) 'abscisse curviligne paramétrée par la variable t le long

de l'arc (a,b) :
r'm i A rH)a

s= ﬁ(t)}

Si f est de classe C1, alors : . e p=1l

, . o I=kd
r’m l Br (0)|r )|

gomplexe (C=R?) : z=x+iy avec i*=-1

r"Qc}( Q4 Gr(®))rad D / ‘i
Si [est une courbe fermée on note : &’J
"ANQ a
r

Ainsi pour f(z)=1/z et '=cercle unité, r(Q)=a Q alors
B-Qa | —iQ dt=2im (cf. théoréme des résidus)
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Intégrale de surface

« La fonction a intégrer est a évaluer sur une surface S de R3
pour un champ f scalaire ou v vectoriel.

« Champ scalaire :
soit x(s,t) le paramétrage de la surface S

"0'0 Y Q(x(l FD) m_t’o II; (‘“ A O A Orayonr;ement diffus

| duni ver

produit vectoriel
cule l'aire de S en prenant f=1
exercice) S=sphere de rayon R , aire(S)=41R?2 (idée : coordonnées polaires)

amp vectoriel :
$0it X(S,t) le paramétrage de la surface Sn normale unitaire de S

©a)QY  o(a Ffa))d(;—?’ Tl.—yA OA (4
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Integrale multiple

* Intégrale d’une fonction de plusieurs variables réelles
sur un domaine D de R", on évalue :

8 T hdQe8 Qo

« Théoreme de Fubini :
application 2D sur des paves

"TH)Q O 'Q ( "Wah)Q <>’Q W
[ h] h

determinant du jacobien de O :

“Q ngj' q) @A\A@

Application :volume de la sphérederayonR, V=_ pQwQwQa
p 1 (X,y,2) — (rcosBsing,rsinBsing,rcosp) d'ou detdq = —r2sing

ainsiV= 00— ORKIQp 1 Qi=2m[ wé3i] 'Y /3=4/3nR3
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Conclusion

* Les intégrales sont incontournables en mathématiques :
* Probabilité

Géomeétrie

Géomeétrie differentielle :
théoréme de Stokes D Q 0

George G. Stokes
1819-1903

Analyse fonctionnelle, intégration
Théorie de la mesure /aurent Schwartz
- Distribution (fonction généralisée, ex le dirac) 155t
Mathématiques appliquées : transformeées de Fourier, formulations
variationnelles, méthodes des éléments finis

|+ De/nombreuses applications en physique : élasticite, mecanique des fluides,

courants surfaciques

-'rrrm'r ’-!
i |
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