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Les nombres réels
Les nombres complexes
Les hypercomplexes : quaternions et octonions

William Rowan Hamilton



kpym Qu’est qu’un nombre ? 9122

49 6

Selon le Larousse, en mathématiques :

1) Notion qui permet de compter, de dénombrer les choses
ou les étres, de classer les objets, de mesurer les
grandeurs.

2) Symbole caractérisant une unité ou une collection
d'unités : un nombre est composé de chiffres.

Exemples) -123,456789 ; (-1, 10 ) pour un doublet

Elément d'un des ensembles infinis N, Z, D, @, IR ou C
ensembles inclus les uns dans les autres par IN ¢ Z
D ac@ye Rc Gia 3



@n Nombres reels

Géométrique : ensemble noté IR qui sont tous les points de la

droite réelle
0 1

A 4

Arithmétique : nombre avec une partie entiére suivie d’'une liste
finie ou infinie de décimales

NB: 09999, . = 1 . et

Algebrigues

Constructibles
Aationnels W 2 0 S F  F  F IS
cwqﬂm] F ] ’ = ] = ] - [ '

Irratiop# els




@n Algebre des reels

Construction formelle par Cantor, Meray et Dedekind (1870)

Définition de Hilbert : « IR est le dernier corps commutatif archimédien et il est
complet.
¢ R est un corps commutatif ou abélien :

e IR groupe pour I'addition + : loi de composition interne (LCI), associatif (a+b)
+c=a+(b+c), commutatif a+b=b+a, neutre 0 et symétrique d'un réel r est son
oppose -r

e IR groupe pour multiplication x : LCI, associatif (ab)c=a(bc), commutatif ab=ba,
neutre 1 et symétrique d’un réel r sauf 0 est son inverse 1/r

e Distributivité de la multiplication / addition : a(b+c)=ab+ac

¢ R est totalement ordonné : a>b => a+c>b+c et ac>bc si ¢ non nul

¢ R est archimédien : il existe n entier tq na>b pour a,b réels non nuls

¢ R est complet : toute suite de Cauchy est convergente ; pas de « trous »
¢ R non dénombrable : 2 infinis de Cantor (argument diagonal)

¢ R n’est pas algébriquement clos : pas de solutions réelles pour I'équation
algébrique x>+ 1=0"!
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@n Nombres complexes iz=-1

* Introduits au XVleme : J. Cardan, R. Bombelli et Tartaglia pour
resoudre les eéquations polynomiales du 3eme degre

* Ensemble noté C qui est une extension de IR en introduisant un
nombre i dit imaginaire tq i? = (-i)* = -1.
Un nombre complexe s’écrit z=x +1i y avec x et y reels.

* Géomeétrie : points dans le plan complexe euclidien

A
i Z

Forme cartésienne : x=Re z et y=Im z IMm Z{y e
i Py ||V|(X,y

module r = |z| = Vx2+y? et /

argument 6 = arg z = arctan(y/x) \1} :

i |

Forme polaire : z=rcos6 +irsind =re® ,f"é'rg 5 0 |
Ex) r=1; 6=m/2 => z = exp(im/2) =i & =

o=m =>Z = exp(itr) = -1 : relation d’Euler



@nAlgebre des complexes

Modele RSI

* C corps commutatif ou abélien : FIRAR)

~ (atib) + (c+id) = (a+c) + i(b+d)
~  (atib) (ctid) = (ac-bd) + i(ad+bc)
- 1/(a+ib) = (a-ib) / (a*>+b?) = a/(a?+b?) -ib/(a%+b?)

Conjugaison : z* =z =a —ib ; Re z=(z+z*)/2 ; Im z=(z-z%)/2i ; |z|*=zZz*
C n’est pas totalement ordonné : en effet i*=-1 négatif mais 1%=1
C est algébriquement clos : ex) x?+1=0 => x=i ou -i

C comme couple de réels : W.R. Hamilton vers 1840 C ~ IR?
(a,b)+(c,d)=(atc; b+d)

(a,b)x(c,d)=(ac-bd, ab+bc) S i
e Cé dtur? matricielle*: z=a+ib=>z= (b a ) matrice de rotation
eti= pour a=0 et b=1

(*) mot « matrlx » introduit vers 1850 par J.J. Sylvester
e C apour base vectorielle u=1 et v=i: z = au +bv = a1 + bi



@n Complexes hyperboliques

” ” ct
 Nombres complexes déployés dans le plan : L
z=x+]y avecj*=+1,jétant un autre nombre imaginaire
: oifleurs ailleurs -
r = |z| = Vx® — y?2 => pseudo-norme lorentzienne v
plan de Minkowski: x = co t (Co vitesse de la lumiere, t le
temps) et y variable d’espace 1d e

* Algébre commutative, associative et distributive avec
I'addition

N’est pas un corps car les €lements nuls (si x=+/-y, |z| =0)) ne
sont pas inversibles: ex) (1 + j)(1 — j) = 0 => algébre
d’anneau commutatif

* Nouvelle formule d’Euler :

z = rcosh(8)+jrsinh(8) =r e®

avec 0O I'angle hyperboligue et cosh/sinh cosinus/sinus
hyperbolique




@n Hypercomplexes .+
» Passage a IR® : PAS POSSIBLE Frobenius 1877 \ /{//
0 I
* Coordonnées polaires : d'un point M(x,y,z) Wlw
X =r cos@ cosB ;y = rsing cosO ; z=rsin® = a5 =

avec r = \x2+y2+z2 et ¢,0 angles d’Euler (¢ plan x,y et 8 plan x,z)

Soit M : hypercomplexe h = x + iy + jz avec i? = j> = -1 , mais que vaut ij ?

 Ecriture matricielle de h: 0.=1,0
i rotation de 90° planxy: ' P

o (@) )
=
o O I
=
\/

; j rotation de 90° plan x,z : F(

070 1
Q=10

=10 0 —1
/70 0
alors

Impossible donc pas de LCI pour la multiplication des hypercomplexes de IR®

X b Vil — 7
=Xty zi= 'y X7 0
X 0 X+z

* Dimensions supérieures : quaternions, octonions, ... base 2"



W. R. Hamilton

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) introduit
'ensemble des quaternions H ~ R* le 16 octobre
1843 avec la base {1, i, j, k} vérifiant i*>=j>=k?*=ijk=-1
avec k=ij

* Matheématicien, physicien et astronome A T _
irlandais R e
“ Here a8 be valked -!JY o
B | on the ethefOsbet ists é‘
* Inventeur des quaternions, theoreme de b ! Sic Willian Rowa PeSioe
Cawley-Hamilton (algebre matricielle), B0 o Tlash Ofceritis ehiseen credd

travaux sur l'optique (caustiques), principe Fendarnaaratala ik
variationnel (mécanique) : opérateur
hamiltonien dans 'équation de Schrédinger g

U TR TS

e

* Son parrain fut Archibald Rowan- Pont de Broom a Dublin
Halmilton* (1752-1834) : homme politique
irlandais (United Irishmen)

10
(*) sa sceur adoptive est la grand-mere paternelle du mathématicien !



@n Geéeneéalogies™ Hamilton

anche irlando-écossaise noble , county Down
o Archibald HAMILTON & Rachel CARMICHAEL |
o Gawen HAMILTON 11703 & Jane HAMILTON
— 1 Archibald HAMILTON 11747 & Mary JOHNSTON
o Gawen HAMILTON 1723-1805 &1750 Jane ROWAN 1727-ca 1793
o William HAMILTON 1753 & 7 7

o Sidney HA jamin BERE SFORD
chibald ROVWAN-HAMILTON 1752-18 781 5arah Anne DAWSON 1764-1834

2 administrateur

Branche irlandaise (Dublin)

. ¢ Francis HAMILTON & Margaret BLOOD /1711-1211
pare o William HAMILTON 117383 &1 T@MGFEHMND 1?43@

ceur par.adoption
Trim Castle, county Meath

o
ﬁ' ;:m Rowan HAMILTON 1%@“ 5 &1833 Helen Maria BAILY 1804-135%

o William Edwin HAMILTON 1834-1902 Trinity College Dublin
o Archibald Henry HAMILTON 1835-1914 ‘
o Helen Eliza Amelia HAMILTON 1840-1870 812869 John O'REGAN 1817-1898 |
o Elizabeth Mary HAMILTON 1807-1851
o Jane Sidney HAMILTOH 1779-1814
o Robert HAMILTON ca 1730-1784
o Francis HAMILTON
o Margaret HAMILTON & J. COLLINS

11

(*) arbre geneanet « hervesteve » / arbre universel Roglo


https://en.wikipedia.org/wiki/Killyleagh_Castle
https://en.wikipedia.org/wiki/Killyleagh_Castle

@n Precurseurs

* Identité des 4 carrés d’Euler (1748) puis Lagrange (1770) :
(82 + b2+ 2+ dz)(pz + qz +r2+ Sz) -
(ap+bg+cd+ds)? + (aqg-bp-ecs+edr)? + (art+ebs-cp-edq)? + (as-ebr+ecqg-dp)?
avec £=+/-1
ce qui exprime le fait qu’en dimension 4 dans un espace euclidien la norme du
produit de 2 nombres (quaternions) est le produit de leur norme ...

* Formule d’Euler-Rodrigues (1840) : formule générale pour les rotations
vectorielles en dimension trois, faisant intervenir quatre parameétres a,b,c,d tq
a®+ b?+ c?+ d? =1 et sont les coefficients d'un quaternion

o’ + b —c? —d? 2(bc — ad) 2(bd + ac)
2(bc + ad) a‘ +c® — b — d° 2(ed — ab)
2(bd — ac) 2(cd + ab) +d* - -

* Gauss aurait découvert en 1819 les quaternions, mais publication en 1900

12



Table de
multiplication

x | 1| i|j|k&

@" Quaternions

1|1 1| |k
* H est un corps non commutatif a/ i Gyl i i |-1
avec ij=k et ji=-k s
Matricadc 4 as a4 M &t dk = e/ dl i a —b IARE Y
atrice4x4:q=a 1T Cj Tid g b g k| ki -1
Q=i 0 e —1 0 Q010 71
Lol ) S R SRR A
O/ 714 1.1 0 O 0470 0
O /ey 1) ) Q10 e 100 0

i el 4 ati
Etainsi 4 e

Z, Zy

* Matrice 2 ( 2 de Q;))n[(lexes q= z7 ) +zjavecz =a+ibetz,=c-id

* Notation vectorielle : W.R. Hamilton

g = s + v = scalaire/réel + vecteur/imaginaire
Reg=aetimq=Dbi+cj+dk

conjugué q*= q=Re q—-Im q; module [q]?=qq* =a%?+ b?+ ¢c* + d?
Pour Hamilton b,c,d sont les variables d’espace et a la variable temporelle

=> modéle euclidien d’Espace-Temps 13



@n Octonions 2

T ®
* Extension dans IR® non associative des quaternions @ ““if: AL
;_;L i :_:ﬂ \:"LI
découverts par J.T Graves (1843) et A. Cawley (1845) -
Fano plane

* Espace O avec une base vectorielle = {1, i, j, k, |, i, 1j, Ik}

verifiant i*=j*=k*=I*=(li)*=(lj)*=(Ik)*=-1 avec k=ij  table de multiplication

1 i j k|1 i@ HW
Al i 1| 1 | i k 1 il 1 kl

* non commutavite : ij = i il i | k| 5 |4 4] =
* non associativité mais alternativité : 1| j | x| )i fit (0]
k| k ] e S B A | SO A | R

(ab)b = a(bb) T I 7 ® <« | i ] &

et associativité des puissances : A I N N
i i T SR - WS N O (O R R

ex) blb(b(b))) = (((BJo)bIb = (bBIBLYS | — —— T T T T

* normalisation : |xy| = [X]|]y]
* O est ’algebre normée a division* de

plus haute dimension : x' = |x|2x*
(*) tout élément non nul a un inverse 14



@n Hypercomplexes

Gio Fano (1871-1952)

e0 base réelle
e0,e1 base complexe
e0,..,e3 base quaternion

e0,..,e7 base octonion

15



@n Autres hypercomplexes

q=a+ib+jc+kd

e Tessarines : Cockle (1848) x(1 i j k
avec i’=k?=-1 mais j*=+1 ; ij=k, jk=i, ki=j 111 |]
[a*=qq" = a*+ b?—c? + d? i|i|-1|k|]
Anneau commutatif avec diviseurs de 0 : (1 + j)(1 —j)=0 Jlj|k|1]1i
Si c=d=0 =>nombres complexes (euclidiens) k k| —j|i -1

Si b=d=0 => nombres complexes hyperboliques
Isomorphe aux bicomplexes a+i b+i,c+ii,d

e Coquaternions : Cockle (1849)
avec i’=-1 mais j*=k?*=+1 ; ij=k, jk=-i, ki=j ; qq* = a? + b? - c? - d?
Anneau non commutatif avec diviseurs de O

e Quaternions hyperboliques : MacFarlane (1894) 1))k
avec i?=j?=k?=ijk=+1 ; ij=k, jk=i, ki=] L1 i ]|k

qq*zaz_bz_cz_dz ifi| 1 |k |—j
Non commutatif, non associatif avec diviseurs de O : l]c _jk 11 i

Application en physique relativiste (espace de Minkowski)



@n Quelques applications

Biquaternions : dans IR® = C x H (Hamilton)

. Quaternions a coefficients complexes : q = a1 + bi + cj + dk avec 1, i, j, k
bases des quaternions

e Matrices de Pauli dans I'équation de Dirac :
g/=ik= o Flj= O = 7/ avecii=1=pof =1
0 1 0 —i 10
1.0 i 0 0 -1
e Lorsque areel et b, c, d imaginaires purs => quaternions hyperboliques pour
le modele espace-temps de Minkowski (cot,X,y,2) :
|ql? = qq* = (cot)® - X2 - y?> - zZ avec a=cot, b=ix,c=iy,d =iz
Co la vitesse de la lumiéere dans le vide
Soit une vitesse v tq v = (x*+y?+z?)/t? alors qq* = (C?-V?*)t? => v <o

Octonions en mécanique quantique : L’équation de mouvement de
Heseinberg ...

17



@n Fractale octonionique

Cette image a été réalisée avec GECIF ' http:ﬂjc.'r'nichel.free.fr

Suite dans les octonions : Ups1 = U%, + O
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