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La Bataille francaise

Plusieurs variantes.
Un jeu de 32 cartes ou 52 cartes est distribué également entre deux joueurs.

Pour un jeu de 52 cartes, les forces ou valeurs des cartes par ordre croissant sont
2,3,4,5,6,7,8,9, 10, valet, dame, roi, as,

On ne prend pas en compte leurs couleurs : cceur, carreau, pique ou trefle.

Cas général auquel se ramenent les jeux de 32 et 52 cartes

C couleurs, V valeurs de cartes que nous noterons 1,2, 3, ...



Les regles.

* Chacun des deux joueurs tient en main son paquet de cartes les faces en dessous.

* Chaque joueur pose sur la table la carte du dessus de son paquet en la retournant.

e La carte la plus forte désigne le gagnant qui prend les deux cartes et les range sous son paquet.
e S'il y a €galité, c'est « la bataille », chaque joueur ajoute une carte, prise au-dessus de son paquet.

* Si les nouvelles cartes sont de forces différentes, la plus forte désigne le gagnant qui prend toutes
les cartes sur la table, et les range sous son paquet.

* En cas de nouvelle égalité, les joueurs ajoutent chacun une troisieme carte, etc.
* Une fois les cartes rangées, on recommence.
* Si un joueur n'a plus de cartes, il a perdu.

* Si les deux joueurs €puisent leur paquet au méme moment c'est une partie nulle.



Il faut ajouter des précisions concernant la facon dont un gagnant range ses cartes

(a) « Rangement naturel »
Le gagnant place en premier sous son paquet, la carte qui 1'a fait gagner,
puis celle prise a son adversaire,

puis les deux de la derniere bataille, puis celles de la bataille précédente, etc.

[3727191927 1]/[3,291’2’3,3]

bataille 3, 3, puis une autre 2, 2, puis une troisieme 1, 1,

puis 1 contre 2 qui fait gagner le joueur 2 :

[2,11/13,3,2,1,1,1,2,2,3,3]



(b) « Rangement optimisé ».

Exploiter le mieux possible la liberté de ranger les cartes gagnées.

On les classe donc de la plus forte a la moins forte et on les met dans cet ordre sous son paquet.

Les meilleures cartes reviendront le plus rapidement possible, ce qui doit avantager.

3,2,1,1,2,11/13,2,1,2,3,3] donne [2,1]et[3,3,3,3,2,2,2,1,1,1]

(¢) « Rangement aléatoire ».

Le gagnant prend les cartes qu'il vient de gagner, les mélange, et les met sous son paquet.
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Exemples. Jeu de 8 cartes (C =4,V =2) et « Rangement naturel ».

[1,1,1,2]/12,2,1,2] —
[1,1,2]/12,1,2,2,1] —
[1,21/[1,2,2,1,2,1] —
11/12,1,2,1,2,2,1, 1].

Le joueur 2 gagne.

[1,1,2,2]/12,2,1,1] —
[1,2,2]/12,1,1,2,1] —
2,2]/[1,1,2,1,2,1] —
2,2,1]1/11,2,1,2,1] —
2,1,2,1]/12,1,2,1].

Partie nulle.



Durées moyennes en nombres de cartes jouées par chaque joueur.

Tableau pour C=1

Rangement\V 2 4 10 32 52
naturel 1.0 3.33 14.47 129.93 338.12
aléatoire 1.0 3.52 24 .83 256.22 674.90

Tableau pour C=4 ( cceur, carreau, pique, trefle)
Rangement\V 2 (8c) 3 (12c) 4 (le6c) 8 (32c) 10 (40c) 13 (52c)

naturel 5.37 13.43 28.53 131.87 207.37 349.44
optimisé 5.37 12.10 24 .04 118.22 189.70 328.03
aléatoire 6.20 18.65 41.32 216.79 352.92 620.73

Parties plus courtes avec rangement optimisé, devant rangement naturel, puis rangement aléatoire



Combats entre méthodes de rangement.

Nous avons fait jouer les unes contre les autres les trois catégories de joueurs en mesurant si la
probabilité de gain restait 50% pour chacun, ou déviait de 1'équilibre.

Séries de 100 000 parties pour chaque résultat.

32 cartes(C=4 V=8) b2 cartes (C=4 V=13)

Naturel vs Optimisé 47,7% / 52,3% 48,9% / 51,1%
Naturel vs Aléatoire 53,5% / 46,5% 52,5% / 47,5%
Optimisé vs Aléatoire  55,2% / 44,8% 53,0% / 47,0%

Sans surprise le rangement optimisé est le meilleur, et le rangement aléatoire le pire.



La question des parties infinies

Rangement aléatoire

Il est toujours possible d'avoir des cycles avec un hasard qui fait bien les choses.
C=1,vV=4
[4,11/12,3] = [1,4,2]/[38] = [4,2]/[1,3] = [2,4, 1]/ [3] = [4, 1]/ [2, 3].

C=4,V=13

[13,12,13,12,11,10,11,10,9,8,9,8,7,6,7,6,5,4,5,4,3 1
[12,13,12,13,10,11,10,11,8,9,8,9,6,7,6,7,4,5,4,5,2,3,1, 3,



C=1 Rangement naturel = rangement optimisé

Résultat de Michael Spivey (2010)

(Département de Mathématiques et d'informatique de I'université de Puget Sound & Tacoma Etat de Washington USA)

Il y a des cycles pour les entiers V qui

ne sont pas de la forme 2%, k = 1 ou de la forme 3.2%, k> 0.

Autrement dit, il existe des cycles pour les entiers V qui n'appartiennent pas a I'une des séries :

2,4,8,16,...,2 ... et 3,6,12,24,48,...,32" ..
KKk

« V n'est pas de la forme 2" avec k = 1 ou de la forme 3.2%, avec k=0 » <
« V est de la forme m.2* avec k = 0, et m impair > 3 ».



Cycle de longueur 6 pour V=5 :

[5,3]1/[2,4,1] —
[3,5,2]/[4,1] —
[5,2]/[1,4,3] —
[2,5,1]/14,3] —
[5,11/[3,4,2] —
[1,5,3]/[4,2] —
[5,3]/[2,4,1]

vV=7:17,41/13,6,2,5,1] cycle de longueur 8.
V=9:19,5,8,4]/[3,7,2,6, 1] cycle de longueur 20.
V=10:[8,6,3,10,5]/12,9,7,4, 1] cycle de longueur 60.



Méthode générale qui fonctionne pour tous les V impairs a partir de 5.

On prend les jeux sous la forme :

[A,B,A,B,..,A,B]/[B,A,B,A, .., B,A,B]

En considérant que toute valeur A est supérieure a toute valeur B : on a un cycle entre A et B.
[A,B,A,B]/[B,A,B,A,B] —
[B,A,B,A,B]/[A,B,A,B]—
[A,B,A,B]/[B,A,B,A,B];

cycle de longueur 2.

Si on remplace les A et les B par des nombres entre 1 et V sans prendre deux fois le méme et en
respectant la regle :

« tout nombre utilisé a la place d'un A est supérieur a tout nombre utilisé a la place d'un B »,

on obtient un cycle en termes de A et de B.



* Ce cycle en termes de A et de B ne sera pas nécessairement un cycle en termes de nombres pris
entre 1 et V car au bout d'une période du cycle les nombres remplacant les A seront peut-étre dans
un ordre différent de celui de départ (de méme pour les nombres remplagant les B).

e Mais il n'y a qu'un nombre fini de fagons de classer les nombres remplagant les A, et les B,

* Les cycles en termes de A et de B donnent donc des cycles en terme de nombres.

Exemple : V=09.

Départ du cycle en termes de A et de B :

Ilya 5!x4!=2880 de faire des choix

[9I 1’ 6’ 2] / [SI 8’ 4’ 7’ 3] %[11 6’
[2, 9’ 5’ 6’ 4] / [7I 3’ 8’ 1] %[91 5’
[6I 4’ 9’ 3] / [1I 7’ 2’ 8’ 5] %[41 9’
[3I 6’ 1’ 9’ 2] / [8I 5’ 7’ 4] %[61 1’
[9I 2’ 6’ 5] / [4I 8’ 3’ 7’ 1] %[21 6’
[SI 9’ 4’ 6’ 3] / [7I 1’ 8’ 2] %[91 4’
[6I 3’ 9’ 1] / [ZI 7’ 5’ 8’ 4] %[31 9’

[A,B,A,B]/[B,A,B,A,B]; Cycle de longueur 2.

. Auhasard [9,1,6,2]/[5,8,4,7,3].
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L'idée des regroupements de type A et B se généralise.
On insere derriere chaque A un A', et derriere chaque B un B'.
[A,A'B,B',A,A",B,B']/[B,B',A,A",B,B',A,A',B,B]
Si on convient A > A' > B > B' cela donne un cycle de longueur 36 en termes de A, A', B, B'.
En choisissant des nombres pour A, A', B', B' par exemple :
[18,14,10,5,17,13,9,4]/[8,3,16,12,7,2,15,11,6, 1]
on obtient un cycle d'ordre 360, pour C=1, V=18

Cette opération d'insertion de A' et de B' peut €tre recommencée.

Cela permet alors d'avoir des cycles pour tous les nombres V :

« V n'est pas de la forme 2" avec k = 1 ou de la forme 3.2%, avec k=0 » <
« V est de la forme m.2* avec k = 0, et m impair > 3 ».

C'est le principe de la démonstration de Michael Spivey.



Reste la question :

Pour C = 1 avec rangement naturel ou optimisé€, existe-t-il des cycles pour les nombres V que ne
traite pas la méthode de Michael Spivey ?

C'est-a-dire quand V est un nombre 2* avec k = 1 ou de la forme 3.2%, avec k=0 :
2,3,4,6,8,12,16,24,32,48,64, ... ?

Nous avons mené des recherches exhaustives par programmes pour :
V=2,34,628etl2

Il n'y a pas de cycles pour ces valeurs de V.

Pour les autres valeurs de V de la forme 2%, k> 1 ou 3.2%, k=0, des calculs massifs par essais
aléatoires ont ét€ menés. Ils n'ont jamais permis de trouver de cycle !

Conjecture pour C=1 et le rangement naturel ou optimisé :
« V est de la forme m.2" avec k = 0, et m impair > 3 »

est une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe des cycles



Parties infinies pour les jeux usuels de 32 et 52 cartes : C =4

Le cas C=1 n'est pas celui des parties qu'on pratique réellement en France avec le jeu de 32 cartes
ou 52 cartes qui correspondent aux cas C=4,V=8 et C=4,V=13.

La question des cycles est partiellement résolue.

Une méthode utilisée pour traiter le rangement naturel se base sur la notion de cycles alignés.

Elle prouve l'existence de cycles pour des joueurs pratiquant le rangement naturel pour :

C=4 et Ventier pair, Donc en particulier pour le jeu de 32 cartes.

En revanche pas de réponse pour V impair (donc en particulier pour le jeu usuel de 52 cartes).

La question des cycles pour C = 4 avec rangement optimisé semble encore plus mystérieuse :

il semble qu'il n'y a de cycle que pour C=4 et (V=50ouV=70uV=11).



Conclusion

Il est quand méme €étonnant qu'en 2024 la conjecture de nature trés mathématique et assez simple
concernant le cas C=1 reste en suspens.

De méme pour les cycles pour le jeu usuel de 52 cartes et le rangement naturel.
De méme pour les cycle pour le rangement optimisé.

Peut-étre que ces problemes attendent de nouveaux outils mathématiques pour &tre traités ?

A la vue des idées mises en ceuvre pour traiter le cas de la bataille anglaise et la situation décrite
ici pour la bataille frangaise on peut discuter le jugement de John Conway que

- la question des cycles au jeu de la de bataille sont de « problemes anti-Hilbert » n'ayant aucun
intérét mathématique ; les résoudre n'apporterait rien !
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La méthode des cycles alignés pour C=4 et rangement naturel

Cette partie de bataille a 16 cartes (C=4, V=4) avec rangement naturel conduit en 12 €tapes a une
situation ou les jeux entre joueurs ont €té €changés, et donc conduit en 24 étapes a un retour au
point de départ.

2,1,4,4,2,1,3,3]/[4,2,4,1,3,2,3,1] —
[1,4,4,2,1,3,3]/12,4,1,3,2,3,1,4,2] —
4,4,2,1,3,3]1/[4,1,3,2,3,1,4,2,2,1] —
2,1,3,3,4,1,4,4]/(3,2,3,1,4,2,2,1] —
[1,3,3,4,1,4,4]/12,3,1,4,2,2,1,3,2] —
[3,3,4,1,4,4]/([3,1,4,2,2,1,3,2,2,1] —
4,1,4,4,3,1,3,3]/[4,2,2,1,3,2,2,1] —
4,4,3,1,3,3]1/([2,1,3,2,2,1,2,1,4,4] —
4,3,1,3,3,4,2]/[1,3,2,2,1,2,1,4,4] —
3,1,3,3,4,2,4,11/(3,2,2,1,2,1,4,4] —
3,3,4,2,4,1]1/([2,1,2,1,4,4,2,1,3,3] —
3,4,2,4,1,3,2]/(1,2,1,4,4,2,1,3,3] —
4,2,4,1,3,2,3,1]1/(2,1,4,4,2,1,3,3] —



Ce cycle possede une propriét€ remarquable : quand les deux jeux initiaux ont ét€ épuisés a 1'étape
6 (en bleu), les paquets de cartes des deux joueurs ont la méme longueur.

A nouveau 6 étapes plus loin c'est encore vrai, etc. C'est la propriété de « bon alignement ».
Elle permet de mettre I'un derniere 1'autre deux fois ou & fois la méme distribution :

[27 174747 27 17373727 174747 27 17373]/
[47 2747 17372737 1747 2747 1737273 ’1]

Cela produit un cycle de méme longueur.
Lorsqu'un cycle n'est pas aligné coller deux fois les mémes cartes ne donne pas un nouveau cycle.

La distribution obtenue n'est a priori pas tres int€ressante car elle concerne le jeu C=8 et V=4, mais
on peut augmenter chaque valeur des deuxiemes moiti€s de 4 unités, ce qui donne alors un cycle
de longueur 48 pour le jeu usuel de 32 cartes,C=4,V =8 :

[27 1747 47 27 17 37 37 67 57 87 87 67 57 77 7] /

[47 27 47 17 37 27 37 17 87 67 87 57 77 67 77 5]

Alors qu'aucun calcul massif n'a jamais permis de trouver de parties cycliques pour 32 cartes.



On connait aussi un cycle aligné pour le paquet de cartes C =4,V = 6.
Son point de départ est :
[2,1,5,5,6,2,6,6,4,1,4,4]/[5,3,5,1,6,3,3,2,4,2,3,1]

On dispose donc de deux cycles alignés pour C=4,V=4etC=4,V =6.

Si on les place une ou plusieurs fois les uns derriere les autres on obtient des cycles alignés pour
C =4 et tout V de la forme 4a+6b, a et b entier = 1, (toutes les valeurs paires et = 4 de V).

Le cas C=4,V =13 (52 cartes) n'est donc pas traité. Personne aujourd'hui n'a su le faire

Si on trouvait un cycle aligné pour C=4, V=5, le jeu de 52 cartes serait traité.

On en recherche mais pour l'instant sans succes...



Le cycle inespéré de la bataille anglaise

Regles du jeu "Beggar my neighbor" qui est la variante anglaise de notre bataille.
« Un jeu de 52 cartes standard est s€paré en deux paquets €égaux, chacun attribué€ a un joueur.
Les paquets sont placés sur la table faces cachées.
Le premier joueur pose sa carte supérieure, face visible, pour commencer une pile centrale.

L'adversaire pose dessus a son tour sa carte supérieure, également face visible, sur cette pile, et
ainsi de suite alternativement jusqu'a ce qu'il y ait sur la pile centrale une carte dite
« pénalisante » : Valet, Reine, Roi ou As.

Quand un des joueurs pose une telle carte, son adversaire doit payer une pénalité :
une carte pour le Valet, deux pour une Reine, trois pour un Roi, quatre pour un As.

Le joueur pénalis€ pose une a une ses cartes sur la pile centrale toujours en les prenant sur le
dessus de son paquet.

A l'issue de cette opération, si aucune des nouvelles cartes posé€es n'est une carte pénalisante, le
joueur qui a pos€ la carte pénalisante remporte la main, c'est-a-dire prend toutes les cartes de la
pile et les range sous son paquet sans en changer 1'ordre.



On remarquera que la carte pénalisante qui a permis le gain se retrouve devant toutes les autres
quand la pile de cartes centrale passe sous le paquet du joueur gagnant.

Le jeu se poursuit de la méme maniere avec la convention que le dernier gagnant pose la premiere
carte d'une nouvelle série.

Toutefois, si le joueur pendant qu'il paie sa pénalité pose une nouvelle carte pénalisante, son
paiement cesse et I'autre joueur doit payer la pénalité correspondant a la nouvelle carte pénalisante.

Ce changement de joueur pénalisé peut se produire plusieurs fois.

Lorsqu'un joueur n'a plus de cartes, il a perdu. »



Ce jeu tres populaire est parfaitement déterministe. Une partie peut-elle durer infiniment ?
Une multitude de calculs ont ét€ menés utilisant la puissance de nombreux ordinateurs.

Ce n'est qu'en 2024 que la réponse positive a la question a ét€ obtenue par le chercheur
indépendant Brayden Casella qui habite I'Etat du New Hampshire aux Etats-Unis.

La recherche ayant conduit au succes n'a pas seulement ét€ faite en lancant des calculs par
ordinateurs, mais a exigé de mettre au point toutes sortes de raccourcis, et d'astuces.

En ce sens le travail effectué€ est loin d'€tre un travail sans intérét mathématique comme le pensait
John Conway pour qui la question des cycles a la bataille anglaise était le prototype de recherche
difficile mais sans véritable inté€rét mathématique et qu'il nommait « anti-Hilbert ».

La partie cyclique du jeu de 52 cartes trouvée par Casella est la partie suivante (que nous avons
vérifiée) :
J1:[0,0,0,3,0,0,0,2,0,3,2,4,1,0,0,0,0,0,4,4,1,0,0,1,0,0]
J2:[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,3,2,0,1,0,0,0,0,0, 3, 4]

Les cartes pénalisantes sont notées 1, 2, 3, 4, les 36 autres cartes sont notées 0.



Les records de durée

Parties finies les plus longues. En github.com/cristal-smac/bataille les tableaux des records.

* Record 1. C=4 V=8 rangement naturel.

La partie finie la plus longue connue dure 1999 plis et implique 2268 cartes jouées par chaque joueur. [1,1,1,2,2,6,2,4,7,3,
8’ 3’ 8’7,2’ 6]/[3’ 8’37 8’776’ 6,7’575, 1’4,5’574’ 4]

* Record 2. C=4 V=13 (jeu classique de 52 cartes) rangement naturel.

La partie finie la plus longue dure 5256 plis et implique 5682 cartes jouées par chaque joueur. [8, 1, 8,4,109, 13,4, 10,9, 8,
10,7,7,11,8,3,4,1,13,3,7,3,12,6, 10]/[2,6,2,4,13,3,5,13,5,5,12,1,7,6,1,11,5,12,11,6,12,2,11,2,9,9]

* Record 3. C=4 V=8 (jeu classique de 32 cartes) rangement optimisé.

La partie finie la plus longue dure 1602 plis et implique 1826 cartes jouées par chaque joueur. [5,6,7,5,2,3,2,6,6,1,8,5,4,
4’8,3]/[77 1,8’ 1,3’475’877’4, 2’77 ]‘,3’2’ 6]

* Record 4. C=4 V=13 (jeu classique de 52 cartes) rangement optimisé.

La partie finie la plus longue dure 4060 plis et implique 4402 cartes jouées par chaque joueur. [13,8,13,2,10, 13,12, 2, 3, 10,
5,6,1,1,6,6,2,11,2,5,12,8,7,9,5,8})/[12,5,4,1,9,11,7,6,1,10,3,9,7,4,11,10,3,8,4,7,12,11,13,3,9, 4]



Histogrammes

Histogramme de la durée des parties en nombre de cartes jouées par chaque joueur pour le jeu
usuel de 52 cartes (C=4, V=13) quand les joueurs proceédent au rangement naturel des cartes
gagnées. Calcul en simulant 50 000 parties.

Histogramme des durées a 52 cartes sur 50000 parties
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Histogramme de la durée des parties en nombre de cartes jouées par chaque joueur pour le jeu
usuel de 52 cartes (C=4, V=13) quand les joueurs procedent au rangement optimisé des cartes
gagnées. Calcul en simulant 50 000 parties.

Histogramme des durées a 52 cartes sur 50000 parties
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Histogramme de la durée des parties en nombre de cartes jouées par chaque joueur pour le jeu
usuel de 52 cartes (C=4, V=13) quand les joueurs procedent au rangement aléatoire des cartes

gagnées. Calcul en simulant 50 000 parties.

Histogramme des durées a 52 cartes sur 50000 parties
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Les cycles infinis pour le rangement aléatoire

Il est assez facile de créer des distributions et d'imaginer des rangements des cartes gagnées
produit par le hasard conduisant a des parties aussi longues qu'on le veut.

Exemple C=1, V=4.
4,1]1/12,3] —=[1,4,2]/[3] —=[4,2]/[1,3] = [2,4,1]/[3] —= [4,1]/]2,3].

Le joueur 1 a utilisé (par hasard) la méthode de rangements naturelle, mais pas le joueur 2 qui a
rangé aléatoirement ses cartes en placant la meilleure derriere la moins bonne. Cela a conduit a
revenir au point de départ.

Le hasard des rangements peut produire cela un tres grand nombre de fois créant une partie tres
longue et éventuellement infinie.

Il se peut aussi qu'apres avoir bouclé un certain nombre de fois la s€quence devienne celle-ci qui
fait gagner le joueur 1 :

[4,11/[2,3] —=[1,4,2]/[3]—=[4,2]/[3,1] = [2,4,3]/[1] = [4,3,2,1] /]

Des parties finies aussi longues qu'on le veut sont donc possibles.



On trouve des exemples du mé€me type pour tous les jeux de cartes.

La distribution suivante du jeu usuel de 52 cartes proposée par Evgeny Lakshtanov en 2012 est un
autre exemple de ce type qu'en copiant on adaptera a toutes sortes de jeu.

On suppose que la carte du joueur 1 est toujours rangée avant celle du joueur 2.

En supposant que le hasard change apres un certain temps, on en tire des parties finies aussi
longues qu'on le souhaite pour la bataille avec un jeu de 52 cartes et le rangement aléatoire.

[13,12,13,12,11,10,11,10,9,8,9,8,7,6,7,6,5,4,5,4,3,2,3,1,2, 1]/
[12,13,12,13,10,11,10,11,8,9,8,9,6,7,6,7,4,5,4,5,2,3,1,3,1,2]



L'étrange cas du rangement optimisé.

Puisque le rangement optimisé est le meilleur, il semble nécessaire de rechercher des cycles pour
les paquets usuels (C=4, V=8 ou C=4, V=13).

On s'est intéressé a toutes les valeurs de V de 2 a 13 pour C=4 avec rangement optimisé€.

e V=135 : Cycle de taille 28 plis a partir de :
[3’ 1’5?4’ 3’2’ 4’ 3’ 3’2]/[1’ 1’5?4’ 2’ 2’5’4’5’ 1]

e V=7 : Cycle de taille 2050 plis a partir de :
[3’5’ 1’7’ 6’ 6’ 2’ 4’ 2’ 3’ 1’7?7’ 6’ 4’5’2’ 3’ 1]/ [5’5’4’ 4’ 3’2’ 1’7’6]

* V=11 : cycle de 1125 plis a partir de :

[11,6,6,2,8,3,4,1,11,10,9,5,9,7,3,1,10,10,8,4,8,6,5,2]/
[10,4,6,1,11,8,7,5,9,2,5,1,11,7,7,3,9,4,3,2]

Il semble que ce soit les seules valeurs de V donnant des cycles pour C=4 rangement optimis€.

En particulier, il n'en n'existerait pas pour les jeux usuels C=4, V=8 et C=4, V=13.



Indiquons aussi I'extraordinaire record pour C=4, V=11.

Il comporte 15136 plis et le nombre de cartes posé€es par chaque joueur est 15642.

3,8,3,10,4,3,9,4,10,1,1,3,4,2,7,7,8,11,6,7,9,6]/[5,11,8,10,5,9,2,5,7,6,2,10, 11,
1,8,5,11,9,6,4,1,2]






