Analyse numérique pour la climatologie

Application a I'effet de serre et a la pollution aérienne
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Les éléments constitutifs de la modélisation climatique

Transfert Radiatif (1)
Flux Atmosphérique (2)

Flux Océanique (3)

Calottes glaciaires, chimie de I'atmospheére, nuages, albédo de la terre...

Difficultés : trés grandes différences d'échelle de temps

1. credit martin.wildenv.ethz.ch

2. credit ECMWF

3. Credit : Hu Yang, Alfred Wegener Institute, Helmholtz Centre:for Polar and Marine Research
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Logiciels libres pour le climat

Exemple. LMDZ https ://Imdz.Imd.jussieu.fr/

Atmospheric component of the IPSL integrated climate
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Le couplage de différents modules est un défi scientifique : OpenPALM, 0ASIS
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Phénoménologie

imbalance

0.7 s 3 i up surface o s

Equilibre des flux : entrant 340 Wm? venant du soleil, 100 Wm? réfléchi (albedo), 239 Wm?
re-émis par la terre en infrarouge et 0.7 W Wm? absorbé et participant au réchauffement.
Que peuvent faire les mathématiques appliquées pour ce probleme?
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Qu'est-ce que les mathématiques appliquées ?

@ Partir des équations fondamentales de la physique (pas toujours possible)
@ Montrer que le probleme est bien posé (existence, unicité, régularité)
© Chercher une solution analytique ?
@ Proposer une discrétisation informatique (Différence Finie, Elément Fini, ...)
@ Montrer que le schéma numérique converge (et a quelle vitesse)

Exemple : Loi de Newton avec la résistance de I'air

Z=—g+f(x), z(0),z(0)given

@ Si f est différentiable, il existe une solution unique.
@ Un schéma numérique

Zn+1 — 27" + anl ¢ N — anl
022 =g+ f( 0z )

@ On peut montrer la convergence O(|dz|) lorsque 6z — 0 en utilisant un
développement de Taylor
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Avant de répondre — un probléme plus concret : le réle des avions

@ Les moteurs a combustion des avions géneérent du CO; ; celui-ci reste dans
I"air pendant ~ 500 ans.

@ Les voyages aériens (100.000 vols/jour) produise 3% (bientot 5%) de CO;,
anthropique. (i.e. 12% du CO, des transports.)

© L’hydrogene génere éventuellement par combustion des NO,. NO, qui sont
plus opacifiants que le CO; et qui restent dans I'atmosphére ~ 100 years.

Aviation radiative forcing components in 2005 [
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Forcage radiatif dii aux émissions de I'aviation mondiale (Sausen et al. 2005, Lee et al. 2009).

@ Le réchauffement dii 3 I'aviation-CO, passera de 24 3 84 milliW/m? vers 2050.
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Trainées de condensation (contrail)

Selon Bill Rutherford (de la Royal Society) :
NOx et les contrails seraient responsables de 2/3 du réchauffement dii aux avions.
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Les trainées de condensation

@ Le CO,, les NO, et les suies se mélangent a I'eau, ce qui entrai ne la formation
de glace et es trainées de condensation.

@ Les trainées de condensation apparaissent au-dessus d'un seuil de
pression-température.

0

o To w0 w0 m mv me m B w0 w0 w0
Condition de prgllsistance des trainées de condensation
From Roberto Paolil, and Karim Shariff, Annual Rev. Fluid Mech. 2016.48 :393-427
© Les trainées de condensation pourraient constituer le plus grand forcage
radiatif du trafic aérien. Bock & Burkhardt* concluent que I'effet de
réchauffement des trainées de condensation triplera, passant de 50
milliWatts/m? en 2006 3 160 mW/m?2 en 2050.
© Mais apres le 11 septembre, la température a augmenté-de 2°C. COVID n'a
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Que pouvons-nous apprendre de la simulation numérique ?

Cross-stream integrated ice surface area
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Lewellen DC. 2014. Persistent contrails and contrail cirrus. Part Il : Full lifetime behavior. J. Atmos. Sci.

71 :4420-38 = Navier-Stokes + chimie + transition de phase donnent la forme et la composition du nuage.
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Que pouvons-nous apprendre de la simulation numérique des nuages ?

e La lumiére du soleil est constituée d'un rayonnement de corps noir a ondes
courtes a Ts = 5800K ;

e | 'atmosphere terrestre est quelque peu transparente a la lumiére du soleil.
e La Terre émet un rayonnement a ondes longues comme un corps noir a

Te ~ 288K.

e |'intensité radiative /, pour une fréquence v dans la direction w,

3
v . .
I(x,w) ~ Q°———cosfcosw + IE  Loi de Planck pour les corps noirs.
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e T(x) la temperature. L'atmospheére terrestre est trés mince.
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|. Transfert radiatif

e I(v,x,w) intensité lumineuse de fréquence v dans la direction w au point x € Q.

e T(x) temperature. On néglige %Btl

1
kul+w- VI = nuay4—/ p(w, w ) (w')dw" + Kk, (1 — a,)B,(T)
T Js2

[eS) 3

OtT+u-VT —ktAT =V / Iy(w’)w’dw’dy, B,(T) = Kyil’
s er—

I donné en tout point de la frontiere ol n(x) - w < 0}, 9,T given on OQ.

n est la normale sortante 3 9. S? La sphere unité,
p(w,w’) ~ la probabilité que le rayon w se disperse dans la direction w’.

K71 la diffusion thermique.
Theorem(F. Golse, O.P). La solution existe et est unique.
Preuve : il faut utiliser la théorie des opérateurs accretifs®

5. Let (E, || - ||) be a normed vector space. A multivalued operator T : E —o E is accretive if
VX >0, V(x,y1), (2. ¥2) € G(T) = llxp — xell < 10 — x2) + Alyp — y2)l-

It is a way to express monotony when there is no scalar product (as in L1).
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Bienvenue dans le monde des éq. aux dérivées partielles

Exemple : I’équation de la chaleur
Le domaine est , sa frontiere 9. Trouver T(x,t) tel que
0: T — AT =f, ¥x € Q, Vt € (0, tym)
T(x,0) = To(x), VxeQ
T(x,t) = Tr(x,t), ¥xe€dQ, Vte (0,tm)
e La solution existe et est unique si
fel2(Qx(0,tm)), Toel(Q), Tre %0, tm, H3(R)).

e Principe du Maximum : Si les données sont > 0 alors T est aussi > 0.
e Exemple : Un cas mono-dimensionnel simple avec Q = (0,1) :
1 L 1
(T T - —
5i(Ti )~ 5l
On voit que TP, T8 et T/ doivent étre donnés. On a alors un systéme lineaire défini
positif tri-diagonal

TR = 2T+ T = fF

i

AT =T" + 5tf"
e Stabilité et convergence
On peut montrer la convergence et la stabilité en multipliant I'équation aux différences

par T"! et en sommant en ;.
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Une formulation intégrale pour T(7) if stratified

o0
Si toutes les données ne dépendent que de I'altitude, E,(x) = / et~ "dt, si k
1
est constant,

V4
J{,’H(T) = %QE3(I€T) + /-@0/ Ei(k|T — t\)T”(t)‘ldt,

0
81- Tn+1 +u- anJrl _ MTATnJrl + (Tn+1)4 — ,anle

@ La suite est monotone
@ Se généralise aux cas non constants.

Abmorpa inn et v,

o0 12 W W W om @
sl ()
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[l. Fluides

Les fluides incompressibles tels que I'atmosphére et les océans sont modélisés par
les équations de Navier-Stokes

ou+u-Vu—pAu+Vp=g, V.-u=0,
O:T+u-VT —urAT = f,
u, T donné aux frontiéres et au temps initial.

ol p est la pression. Problemes mathématiques de longue date a 1 million de

dollars :
@ L’existence est prouvée, |'unicité est prouvée en 2D.
@ Convergence vers I'équation d’Euler lorsque 1 — 0. Turbulence ?
o Stabilité, bifurcations, variétés invariantes, le paradoxe du papillon.

§:=dﬂﬂ—dm
Lorenz : —); = px(t) — y(t) — x(t) z(t)

T = x(Oy(0) = Bz(1)
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Quasi-Geostrophic Approximation/Primitive Equations

La disparition de I'atmosphére autour de 12 km permet de ne conserver que le
terme de pression dans |I'équation de la composante verticale :

0
Oruz +u-Vus — pAus + £ = —pg,
conduit &, v = (vi(t, x1, x2, p), va(t, x1, X2, p)) T to® :

Ov+Vv-Vv+wipv+kxv—puAv+ Ve =0
du ol 9% RT
op odp p

6. Lions, J. L., Temam, R., and Wang, S. (1997). A simple global model for the general
circulation of the atmosphere. Communications on Pure and Applied Mathematics : A Journal
Issued by the Courant Institute of Mathematical Sciences, 50(8), 707-752.
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Equations des eaux peu profondes pour les océans

Les principales circulations océaniques se produisent sur des milliers de kilometres
alors que leur profondeur ne dépasse pas 12 km. Les équations de Navier-Stokes
sont intégrées verticalement et la viscosité est négligée : u est la vitesse
horizontale 2D et h(x, t) est la profondeur de I'océan au point x et au temps t.

ou+u-Vu+kxu+Vh=0,
Oth4+u-Vh+ hV - -u=0.

Lois de conservation, chocs.

Existence regularité unicité

Connection avec les équations des ondes (tsunami).
Equations des eaux peu profondes multi-couches

Solutions stochastiques : vagues scélérates
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[1l. Tendances générales

Abandonner les simplifications et utiliser les équations générales de Navier-Stokes
pour pouvoir

@ Inclure les montagnes
@ calculer les courants verticaux dans les Océans
@ Adapter le maillage automatiquement

@ Faire le raccord avec les modeles de prédictions locaux
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Equations fondamentales de |'effet de serre

e pr, est le coefficient absorption, p(x) est la densité de I'air,

e a, est I'albédo (de scattering).

o p(w,w’) ~ la probabilité qu'un rayon dans la direction w se diffuse dans la
direction w’.

e k1 est la diffusion thermique.

1
w- VI, +1, —4— p(w,w ), (w)dw' = (1 — a,)B,(T)

PRy S2
D.T — kAT + cQ/ ko (1 — (BV | (w/)dw/> dv =0,
0 52
0, T given on 0Q B,(T) = _Z
e T -1

L(x,w) = R(x,w)l,(x,w —2(n-w)n) + Qu(x,w),
on ¥ :={(x,w)€MxS® : w-n(x)<0},
n est la normale unitaire externe de 9. S? est la sphere unitaire,

Les k, et v dépendent tous deux de v et de x. Le probleme a 7 dimensions.
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Objectif : résoudre le probleme complet

e Prédire le changement de température dii au nuage.

Altitude map near Chamonix valley A long cloud in altitude

e Le probléme 3D complet, p ~ 1 — 0.75z, avec la neige (et les glaciers). Influence
des gas a effet de serre comme le CO5.

e Un nuage implique un changement d’absorption «, et de scattering a, , (peut
&tre fonction de la chimie).
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Avec les données du programme Gemini pour K

Figure — Températures au sol et verticales (en °C) dues au rayonnement infrarouge de la
Terre (c'est-a-dire la nuit) calculées dans la vallée de Chamonix, avec des conditions

réfléchissantes sur les cdtés. La neige au-dessus de 2500m implique 70% de rayonnement
en moins. Un nuage augmente la diffusion et x, au-dessus de 7000m. Remarquez |'effet

parabolique dans la vallée. ~ 400K sommets
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Effet des montagnes et du CO2

e Comme avaant  depend de z, pr, = (1 — %z) et g, donné par les Gemini
data.

e Pour prendre en compte le CO; on met k = 1 si v € (3/18,3/14).

e Le nuage est dans une couche entre z,, = 3000m et zy; = 7000m ol ~ est
multiplié par une valeur gaussienne de moyenne 0.2 et d'écart type 0.8.

e Le Scattering n'a lieu que dans le nuage avec

a=03(z—zm)s(zm — 2)+/(4(zm — zm)?.

~:“~ 10 —— Total Iight_:’ — Test?
= Ay =l -emm Test24C0z
= R a0 ¢ —  Flat 3D
v 30 ---- Flat 3D+C05
=, Flat 1D
= = ol :
20 2 N
(= =
-20 | ?
10 P &

g rww N
= i -0 | >

0 10 20 30 0 0z 04 06 08 1

wavelength 3fv Altitude (1 = 10000m)

, . 1 1 "o ~A P AN P
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Effect d'une trainée nuageuse

2
—— no GHG no GHG
—— with €0g —— with €0z
with N0, 1 with NO.
20
0
0 -1
-2
—20
~3
] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0E 1 1.2
Altitude altitude

Fig. 5 T versus z computed with a cloud Fig. 6 Difference Thoctoud - Tetoud

Le nuage est entre (7000,9000)m. Le calcul est faite avec I'approximation 1D. A
gauche le nuage avec un scattering non-isotrope et de Rayleigh de 0.2% avec
albédo de réflexion au sol. A droite, T(sans nuage)-T(avec nuage).
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Une piscine chauffée par le soleil
Navier-Stokes dans la piscine avec Re = 250, ulgyface = 1, v — K, affine
J(7) = 3QsE3(kuT) + K:VU/OZ Ei(k|T — t]) T (t)*dt,
—Au"+u-VT"+ /OOO Ky B, (T 1) dv = /OOO K, JIdy

aTn
W|surface = 0» Tn|bottom = 7-b~

Fig. 6. Velocity vectors and Temperature in o pool subject to wind on its top boundary and
given tempersture on the bottom. The wind creates a large eddy rotating clockwise which, in turn,
moves the hoter fluid region to the right.
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Computation of the Integrals

e The domain is discretized by the vertices {x'}¥ of a tetrahedral mesh.
e J, is approximated by its P! interpolation on the mesh :

N
Ju(x) = ZJ,,,ijvj(x) where W/ is the P'- FEM function of vertex x/.

1
=S5+ GIB,(T;) where G = i/ G& i (x')dx'
1 v, ; AN K A 9 |X"7X/‘2
2

Sl/Ef — Sf(xi) _ % /r Qy(xi, |xl —x ) ([(x’ _ xl) . n(x/)]> . f[xf,x'] "fdr(X/)

x — x| xi — x/|2

e Similarly SE. is a sum of interactions between x' € Q and x/ € T

v,i ’ :
e We use a 5 points quadrature rule if x’ is far from x/ and 25 points otherwise.
e We inherit the know-how for integral formulations of Maxwell eqs

e Note that we need 2 matrices for each different x, not as many as there are v.
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Acceleration with H-matrices (W.Hackbush (2015)

e The matrix G has an exponentially decaying kernel.

e Hence it can be compressed with the H-matrix method so that S — G - S has
complexity O(NIn N).

e The H-matrix approximation views G as a hierarchical tree of square blocks;

@ The blocks are interactions between clusters of points near x' and near x/.

@ Far-field interactions are approximated into a low rank matrix because their
SVD have fast decaying eigenvalues.

© We use partially pivoted adaptive cross-approximations for the first terms of
the SVD because only r-rows times r-columns columns are needed : other
terms are not computed.

@ The rank r is a user defined parameter € which controls the relative
Froebenius norm error.
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H-Matrices for the volume integral (left) and the surface integral (right)
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Remarques finales

The art and science of climate model tuning Unsettled

FREDERIC HOURDIN'
Laboraroire de Mévéorologie Dynamigue. IFSL CNRS, UPMC. Paris, France

THORSTEN MAURITSEN
Max Planck Instinste for Meseorology, Hamburg, Germarny

ANDREW GETTELMAN

National Center for Atmospheric Research, Bowlder, Colorado, USA

JEAN-CHRISTOPHE GOLAZ
NOAA Geophysical Fluid Dynamics laboratory, Princeton, NI, USA Current affiliation: Lawrence Livermare National
Laboratory, Livermore, CA, USA
VENEATRAMANI BALAT Steven E. Koonin

Cooperative Insitute for Climate Science, Princeton University

Bulletin of the American Meteorological Society
Les modeles climatiques sont tres loin d'utiliser ce type de modélisation
@ Les prédictions a long terme sont empéchés par des simplification de
modélisation et doivent étre “calibrés” : précision sur les temperatures
T 4 2C° (mais ils prédisent correctement les tendances).

La puissance des ordinateurs limite la taille des maillages
La recherche est intense et pluridisciplinaire
@ Clest un travail d'équipe.
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Conclusion

e Nous avons montré que les équations completes du transfert radiatif peuvent
&tre résolues

e Acceleration avec compression H-matrix compression essentiel.

e La précision permet d'observer les effets des changement sur k, and a,.

e Démontré sur Chamonix a cause du Mont Blanc

e On a reproduit (un peu) I'effet de serre.

Merci pour votre attention
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