Pierre CHABRY chabryp@outloagkKAFEMATH 2020.

tenseurs

SOuUS tension

k"

Pierre Chabry €loctobre 2020



Pierre CHABRY chabryp@outloagkKAFEMATH 2020.

en bref...

(1846 Hamilton) «tensor» signification RS € Ql OG dzSt f S

[> 1898 Voigt Les propriétés physigues fondamentales
des cristaux

1900 LeviCivitaRicciCurbastroLa Théorie des tenseurs dangiwéshodes
de calcudifférentiel etleurs applications.

1913 Grossmann avec Einsteih N2 2 S0 RQdzyS ¢KS2NAS RS
et de la Gravitatiopartie mathématique).

2 n n QBourbaki Algebre multilinéaire.

X

* « w X Bes états du genre décrit se produisent atersions et allongements nous les appelons dotensoriels
alors que les grandeurs physiques qui les caractérisent sont apterisesrs »

f
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E

un parcours
C vecteurs(rappels, notationy w co/contravariance ;
C formes linéairesw espace dual ;
C produit tensoriel w tenseurs 2 fois covariants ;
C tenseur meétrique en espace euclidien ;

tenseurs mixtes : applications linéaires

VoS questions
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a
T(e3) 33

023

2

031
J32

T(e1) ’_ (e2)
Vi a 1

L
911 2 g, N\»

Les composants du tenseur des =
contraintes, un tenseur de deuxieme
ordre, en trois dimensions. Le tenseur
dans l'image est le vecteur ligne
o = [T ) mles) | des forces
agissant sur les faces €1, ep et e3 du
cube. Ces forces sont représentées
par des vecteurs colonnes. Les
vecteurs ligne et colonnes qui
composent le tenseur peuvent étre
représentées par une matrice :

g1 012 013
0= |02 02 033

031 032 033

wikipedia

1°¢ impression ...




Pierre CHABRY chabryp@outloagkKAFEMATH 2020.

JEANPERRIN
Initiation progressive
au calcul tensoriel.

HLADIK
Lecalcul tensoriel en
physique.

X

GRIFONE
Algebre lineaire.

SCHWARTZ
Les tenseurs.

ROUVIERE

1°'Spas en calcul tensoriel.

X

algébre multilinéaire

"criteres de tensorialité'

tenseurs @ « 2 » approches

(C)

2 "classique”

en géométrij

D)

WX 6

f I y20A2Y Y 0KSY!

RQI

wikipedia

LﬂNJlefaséNﬁ tAYSHAN

LILX AOF GA2Y Ydzf GAT A

u
B
y

Al dzS
OX8

S| ANB
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%

« le + important »

nombres

Intrinseques

vecteurs

tenseurs

realité
physique
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remarque sur la structure de base

on utilisera la structure
« espace vectoriesur un corps »

comme structure de base.

(comme lecorpsdes nbs. réelR)

une structure tres proche de
« module sur un anneas
est aussi utilisée comme base de la théorie des tensé

PUurs.

6 O2 Y ahBeadd&® entiers relatifg)
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ensemble

juste 2 lois ...

espace vectoriel

E(+x) EV "sumRR'

les nbs. réels)

E —
U. l/\\ X pallr -Ies
{M/ scalaires
V /
A
W

/ ,'\'*/

+ addition '\'//

vectorielle v

(on prend

scalaires

R

/Il (Thales) : ok.

ni longueurs
ni angles

iIndépendance
de toute base
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addition
vectorielle

multiplication
par les scalaires

multiplets : quelques nombres ...

{2 7 3/2J triplet de réels

v

le triplet [2 -7 3/2} devient unvecteur | RS, espace vectoriel
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matrices

multiplet 5
(a b c d- tableau [a JMZ_Z
cd
( )
_ [a bJ [e fJ _ { ate b+fJ A
+vectorielle cdlt g h) ~Lc+g d+h Rl
> EVSurR
ab lalb
x | scalaires I xle d) =l1cid )

aboc ; 3 | au+bv+cw
« multiplication matricielle def du+ev+fw
non incluse M
2-1
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matrices |?

En mathématiques, les matrices sont des :
tableaux des eléments (nombres, caractéres) qui matrice m xn

""" Sérvent 3 nerpréier en femes caloaaioies, &t} @y N colonnes NN

1
1
1
- . P A . 1 —
donc opérationnels, les résultats théoriques de | - m
1
1
1
]

I'algebre linéaire et méme de I'algébre bilinéaire. ail aj > ais
Toutes les disciplines étudiant des phénomeénes
linéaires utilisent les matrices. Quant aux dz,1 d22 d23

ds 1 d32 ds33

r ’

phénoménes non linéaires, on en donne souvent
des approximations linéaires, comme en optique
géométrique avec les approximations de Gauss. .

amn

wikipedia 5
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matrices |?

4 3\ ™
©
S 7.5 75 10 3/5 | (| 3\
Q75 | -9 9 0-12| /75 10 3/5
A 1/4 14 4.1 -1 9.1 00-1.2
= ./ /|4 41 -1
S _/
Ordre O Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3
? ?

vecteurs ; tenseur® Q 2 NR-NESPH—— matrices(@ 2 dim. )

structures de rangement
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tout E-V a des bases

O

O base .génératrice

tout vecteur U
composantequl= OA, ...):
nombres sans dimension.

Syé)\-\zy =¥

nb. de vecteursommun
atoutes les bases

décomposition unique \\(“1)

v

composantes d&J: u | U [=ule, tu’e,+ue;(=ue | S omis (|

143)




Pierre CHABRY chabryp@outloagkKAFEMATH 2020.

exemple : multiplets, vecteurs intrinséques !

—

le vecteurdoublet (1,2)

est intrinseque dim.2

les composantes diecteur(1,2) nesontl et 2 que dans la base canonique

/

base canonique (1,0) ; (0,1)%> (1,2) =1(1,0) +2(0,1)
vecteurdoublet: (1,2) <

base 2 - (1,1); €1,1) %> (1,2) = 6/2) (1,1) +#4(-1,1)

=
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produit cartésien densembles

ExF produit cartesien ensemble des coupl€s,V)
RQSt SYBefdeR RS

E={A/R,D,V,10,98,7,6,5, 4, 3,
F:{: .8 7 , ©}

};} Ex Fest un jeu classique de 52 cartes

E=F=R (triplets de réels)
RxR =R EV de dim6 avec les lois/x

alors qUeERRAR=FR EVdedim9
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RA R

[inéaire ? what else ?

f (x,y) =axtby 4

AR

(local)
df
dfa(dX): (a)@X 7771‘
——f
f(@)——
O g
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[inéaire ?

f: R2 » R
(RPmuni de la — ‘ -
50 NHzO G dzNB RQo&W | ~ | f(xy)=ax + by
doublet nombre

f estlinéaire

foxy)=( a b]x[ﬂ

f(l x(x,y)) =f(l xJ y) =d x + B y=I (ax + by} f(x,y)
et
f(x)HE QFBOE b E QS & be Q0 aftbytloHEORHE@Y) 66 B @H& Qb T
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application

f:

autre exemple

»

R

vecteur X|

»

v

planPt R?

f(X)=Y

vecteur Y

f

linéaire
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t
Y

f: R

doublet (xy) |

bilinéaire

f linéaire en(x,y) ?

£ x(x,) =fd x,1y)

v

[
»

R

f(x,y)=axy

non

=l 2a xy=121(x,y)

linéaireseparémentenx et eny

bf bilinéaire

&0 NJzO®dzNE RQ9 +
dzii A £ A a S B xY=Txly)=l axy=]1(xy)
& va xy+ | | EcEBgLyE (B Q 2 §dém enV

Sai

LI a

fOEBE QY

RS

nombre
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e

covariant / contravariant E invariant

R

chang de base
eASQ

composante deéJ:

dim.1 contravariante

le vecteuiJ
U=4e=(42).S5Q estinvariant

En algébre linéaire, covariant» et « contravariant» décriventcommentdes
grandeurs variertt 2 NA R Qdzy OKIFy3aSYSyid RS

Ces grandeurs sont dites,

A covariantesorsqu'elles varient comme les vecteurs de la base,
A contravariantegorsqu'elles varient de fagon contraire.

ORQFLINB& 2A1ALISRALI O

ol aSao
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/— changement de basej

e e A §L§I§§2

eQ=ee,+ ®,

&

[S 1§Bzg2= e, & A
nouvelle ancier®

.

nouveaux vecteurs de base

e

co— / contravariant E

nvariant

-

¢
/ U invariant:K

le changement d& base

A _ matrice

estla référence
(de covariance)

~

/

(dim.2)

-

~

P ~ ~ Ve ~

[z m (1)

nouvelles

o

nouvelles composantes \

anciennes

% \_

matrice
inverseAl

estcontravariant
/ la référence

dzexue / \
le changement induit

descomposantes de U

/

:

:

cd

]

(dim.2)

d -
-C

b
a] /(ad-be)
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action d’un « opérateur »

J @ =

j agitsur @ pourdonner T

opérateur, fonction, nombre,vecteur, nombre vecteuz X
application, formez X coupledevesdb2 X

j@=y@ gqg.soma € j =y

e e
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action d'une « application » / son résultat

E ensemble de départ

U

— — — — — — — —

-

ensemble d'arrivéeG\

Q \
\
© *
o >
— \
T
’
7
’
Iy -7 4
=" ’
N )
e
\\\h_—"
— — — — — — — —

cation /

(ensemble M)

————— — — —

o — e — — — —

N

- W =A(U)

\_ Image deU Yy,

propriétes deA

appartenance event.
de Aa un ensembld/

dzy§ F LILX AOF A2y O2yiASyids RIy&ad &I RSTAYAQGA?
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action d'une « application » / son résultat

Al U =l AU
application A : E-------mmmmmmmmmmeeo s >E (,I) | . 40 o
linéaire U|-------mmmmee- > A(U) Ao b AQY +AD | QU
Al L (E,E)
B(I UM) =B(U,1 V) =I B(UV)
forme B: KEE--e- >R BO ! b ! BEUNPHBOM QF + 0
bilinéaire uv) | ------------------->B(U)V)

(0p)
Pk
(0p)
Q)¢

(EXEY Sy aSyof

RQ

(idem env)

sBisly &Fr R Rrs
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formes linéaires

A une forme linéaire

associelinéairementun nombre a un vecteur

A les formes linéairg®u « covecteurs») A
constituent<f QS & LI»@S R@S& LI OS

A leur variance est inverse de celle des vecteurs

RQ2 NA =
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f(U+V) = i(U) +1(V)

action d'un « opérateur » / son résultat

et

f(U) est un nombre réel
f est lineaire

f est une forme"X linéaire

2V

fv)=11(V)

stock de
formes
linéaires
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les formes linéaires constituent un E-V

i ¥, g
addition g _ -
vectorielle f+g estlaf. lin. définie par fg](U) = f(U) +g(U) A h

multiplication
5 | xf estlaf. lin. définie par  IpA|(U) =1 f(U)

par les scalaires

EV E
@ des formes
linéaires suke

lesf. lino T Fcanstikuént ud B/ : ( B* ) espace dual de |

Oou «covecteurs de méme dimension que
(en dim. finie)

E=L(ER



expression d’une forme linéaire

f (U) =f (ule, +u%e,) =ulf (e) | +u?f (e,) =a,ut+a,u? qq. soitU

f est définie par> | & 3 dim.2

dzy S F2NXS fAYSIANBE Said RSTAYAB LI N fSa

Pierre CHABRY chabryp@outloagkKAFEMATH 2020.

f(U = au dim. gconque i=1,n
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poursuite sur la i composante

e*i

Sad f QI LILIX A \Dhssosi@sgmedpmiposarte

lese*! :

A sont desformes linéaires

(donci E)

A formentune base dé&, dite «duale» de celle dé&

forme linéaira €™ composante
" P R

v.de base—— @* !

& | E

i eme

0 2 dzi
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e*i

poursuite sur la i composante

Sad f QI LILI A\Dhssosi@sgmedpmposante 2 dzi

lese*! :

A sont desformes linéaires (donci E)
A formentune base d&, dite «duale» de celle dd&

{ toute forme linfa Q& RS O2 ¥&Eié}§4ﬁ

b

{f (U) = a.e*i(U) =a, u J
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poursuite sur la i composante

el SE0 f QI LILI A \Dhssosi@sgmedpmiposante 2 dzi

lese*! :
A sont desformes linéaires (doncl EY)

A formentune base dé&, dite «duale» de celle dé&

[ toute forme linfa Q& RS O?2 ¥&Hiégé Y

lese*' appliqguées aux vecteurs de la basg (le E:
e*l(e) =1 ; e*l(ey) =0
e*%(e) =0 ; €*%(ey) =1

dim. 2

e*l(e)=1 sii=j ;=0sinon dim. gconque
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variances « inversées » dans un E-V et son dual

f(U) =a,ut+a,u? (?I B (BV) ; ui E(E—V)j

base duale
( e*l e*z )

contravariante

chandgde base dan& E chandg de base dan&
[ ]

la valeurf(U) est inchangée

v

f(U) =a, ul+a, u? invariant

[ ) [ ] [
variant { :
3 covaria contravariant

référence : base dee

dim. 2
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résumée

E < vecteurs >
CAE'E

@al E <covecteu&>

R e :
(formes linéaires(f,g= |X v

f(U) :aiui <f:qe*i

f «agit» surJ

th
O
QD
(7))
q))
o
C
S
Joy
q))

i
N
A,

K

liée a la basée

P

EetE*méme dim.

la valeurf(U) est maintenue aux changements de basesjointsdansEet E
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2 espaces différents et liés

M=0OM=ule+ *e, | R
f =ael+ae™ | R

valeur attribuée M parf :

f (M) =a,ut+a,u? ||

. { =f (A) =a,.0A
=f (B) =a,.0B

el (M) =ut e2 (M) =u?

un changde base contravariant dan$®’

aM etf donnés, $ un changde base
dansR? pour maintenir la valeutr (M)

(dim. 2)
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bidual

E

espace duatle E
(formes linéaires si)

E

a aussi son espace dual(E)* !
(formes linéaires si*)

~

de
E

méme dimension (finie),
et E** sont isomorphes

qui

iIsomorphisme « naturel»
permet de confondré&et E*

f.

Lne fait pas intervenir les bases
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FLIN

«ft |

bidual

vecteurs f.lin. surk

E=E) | B

f.lin. sur& ! J(co)vecteurd

)
f(U) [=a, ult+a, u?

<® © "

U(f) | =ula +u?a,

OK24S FlLaAOAYLIYy:iS RS I RdZdtAGS Sy RAY

"Dualité en dimension finie'PDF ENS
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formes bilinéaires

A une forme bilinéaire

associe bilineéairement un nombre a un
couple de vecteurs ;

A les formes bilinéaires constituent un espace
vectoriel ;

A ce sont des tenseui3 fois covariants.
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ExE

B(UV)=5
.02 0

et B est linéaireenUet enV (séparément)
B est une formeh Xilinéaire
X.
i.e.  B(UV)=HUIV)=I BU,Y)

formes bilinéaires

B(U,V) est un nombre réel

BU+ ) =HU\V) +B( W)

idem en V

—

sur BxE
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®: | , =

X B(UV)=5

espace vectoriel
des f. bilinéaires
adzNJ £t QB aSYof S

formes bilinéaires

B, C D, X sont desformes hilinéaires
surexe

on définit les 2 lois : uneinterne et unexLJF NJ f S &

NS

les formes bilin. SUEXE constituent uneV surR

«L,(ExE, R) »

aol fl
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produit tensoriel et tenseurs dordre 2

A unproduit tensoriel (PT)a Q2 6 U apPayfant 2 Safteurs ou cowturs
' dz Y2@ Sy RQdzy 2 LASNE tips aduNtblicatifd S o NA Ij dzS

A lesproduits tensoriel®btenus peuvent étre additionnés et multipliés par
des nombres, ce qui produit desseurs;

A lestenseurs(et PTj constituent un & ; &

A ils ont des propriétédR QF LILX du @elfdinledingdires ou bilinéaires. @
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produit tensoriel et tenseurs dordre 2

ensembles en jeu : E vecteursU et V
= formes linéaired et h

types deroduits tensorielgPT) possibles :

. A fAh PT constitués de 2 formes linéaires. fj
A fAV PT » » » 1 forme linéaire etl vecteur.
Ed<l{a>“§ A A e Ay oy A A e o o A e )
"“‘ A UAh PT » » » 1 vecteur etl forme linéaire.
A UAV PT » » » 2 vecteurs.

lesPTsont des tenseurs "élémentaires”

| approche des t ens e«Rrenierdagendaicadteroried st | nspi r ®e
de Fran-o0ois Rouvi re, Professeur -Soph@Antigolss. de Mat h
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2 formes linéaires . . .

-

E(UVZ X0 R
/\'3?/'\ .
g/ f(U) = qui
L —
A& \\w(: h(V)=hv

\_

B (f,hs W0
< f=ge* les covecteurs
de E* agissent
sur les
< h=her exl | vecteurs dé&

. . . construisons 1 forme bilinéaire
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2 formes linéaires pour 1 forme bilinéaire

E (UVE X0

v

N Q/'\
\)%

<

R

B (f,hz X0

(U)=au'

_< = g el

h L

Q
v

(V) = v

< _h=he

. . . construisons 1 forme bilinéaire

ExE

UV)

N

R

[FARI(UV) =

f(U).h(V)

e*l

=Y/

par définition

"fAh"

lescovecteurs
deE*agissent
sur les
vecteurs dé&

appairage f)
decovecteurs



produit tensoriel de 2 covecteurs

EXE AN

[FAR](U,V) =

f=aed _ | .
(UV) f(U) . h(V) <h%A= fAh
= he*
=gu.by O
R
/ V
uneforme bilinéairesurexe | L,(BER @& \/

fAh est <

L le « produit tensoriel» des covecteur§et h &

Pierre CHABRY chabryp@outloagkKAFEMATH 2020.

® endim. 2 f(U).h(V) = (qut+a,u?).(b, v +b?)
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produit tensoriel de 2 covecteurs

ExE
UV)

N [FARUY) =

£(U).h(V) M,&F fAh

—au.bV
QQ'QK

\
______________

[

f(U).n(v) = a,by e"(0) .7V

[fAh](U,V)= gb[e* A e¥](UV)

"

fAh = ab,.e*'A e*

i=lan; j=1an
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produit tensoriel de 2 covecteurs

le PT dd et deh fAh = gb.e* A e

Y S—

T ]
12 nombres n2 PTdes formes lin.
de base d&*

A lese*Ae*iO2 y a i A 0 dzS y IEVdgdBnensiondhS R Qdzy
- «espace produit tensorieb de E'et B noté E*A E*
- ses éléments sont appelEnseurs 2 fois covariants

A il contient lesPTet toutes leurs combinaisons linéaires |:>

AOSU S&aLJI OS aQARSYUATASHEKE OSft dzA

¢

@p))
Q)¢
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produit tensoriel de 2 covecteurs
(résumé)

en résume le produit tensoriel det deh

fAh=gb;. exAe*
M

N2 nombres

n2 PTdes formes lin.
de base d&*

agit sur un coupléU,V) : [fAh](U,V) =ab; U'vi

- fAh
P A PTI BAE
ab, X 1y u?
| A forme bilinéaire le nombre [fAh](U,V) = [ viX n QZX X x| ~ X
‘| |, L2 (EXE,R) a1bnx nbn u"
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e \
(¢ \{‘ ]

du produit tensoriel au « grand » tenseur 2 fois covariant

YV QA YLI2 NI S

_________________________

e N

A tenseur2 fois
covariantl BE*AE*
A forme bilinéaire
| L, (BxER

—_—
- _—
——— _———

o e A identité
@ A activite

j dzStf B dzRR I K¥ S a®fEWSK XSBIBRS

:<b . e A e

base
—=7 (génératrice)

b . N2composantes (arbitraires)
de Bdans la base de*AFE*

action sur le coupld4,V) :

B(U,V) =b, uv

nombreB(U,V) = [ vt X 1 gX

g
by, X By
X

-

\blnX bnnJ

A

transposition
possible
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f QSaLlJ OS
tensoriel A B
8 QA RS Y {VAeEBA
formes bhilinéaires
L(ExE, R

résumé (cas du tenseur 2 fois covariant)

[ base]—Fv?Q

LINR R dzA T

constituent une
S £ f Q9

prod. tensoriel

|

"espace produit tensoriel’
«BE*A B»

dim. n2

contenant les

fAh=gb |e*iAei |

—

N2 produits croises
des composantes des
2 formes linéaires

l

tenseurs
2 fols covariants :

B=b, e*/Ae*]

b, ;quelconques
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ab;: nz produits
résultant de
2n nombres

. N2 nombres

les composantes
abRQdzy t ¢
ne sont pas
indépendantes

par ex.
 by.a,b,=ab,.a,b;

résumé (cas du tenseur 2 fois covariant)

[base]_m%[

"espace produit tensoriel’

« E*A B»

\— =/

T

constituent une

prod. tensoriel
fAh=gb |e*iAei |

&b ~<_
B ne peut pas
étre réduit

alseuPT o

l

dim. n2

contenant les

tenseurs
2 fols covariant

B=b, e*/Ae*]

S.

~ b;;quelconques
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résumé (cas du tenseur 2 fois covariant)

= "espace produit tensoriel
[ base ]_ R Q « E*A B»

T dim. n2

constituent une

contenant les

prod. tensoriel
~ ~ . <
fAh = ab [e*iAet]
L tenseurs
lesB sont des — 2 fois covariants :
comb. linéaires B:bij oA a*i

de plusieur$Ts

b, ;quelconques
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résumé (cas du tenseur 2 fois covariant)

i | base
| compo- 2
tenseur " n _fo,rmes
nest la SR O2 NR NE santes bilinéaires
dimension 0 ‘an ndMbres 5 fo b
« OIS Covarian
dg%";tm d“ené « 2 fois covariant =

FAE! L(BE,R —

Wi A untenseur estinvariant @

mm A ondit souvent : « le tenseur by;; » !

L
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produit tensoriel et tenseurs dordre 2

ensembles en jeu : E vecteursU et V
E formes linéaired et h
cePT, constitué de est une [ un EVnommé contenant des tenseurs

Af A h 2formes linéaires,

Af AV 1f linéaire etl vecteur,

Y2122 Yo Y2 Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Vo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo e e e e e e e e B2 Yo Yoo Yolfo 1o

AUA h 1vecteur etlf. linéaire,

AUA V 2vecteurs.

forme bilinéaire suexe

application linéaire suiE

application linéaire SuE*

forme bilinéaire sueE*x E*

« A B» 2 fois covariants

« B*A E» 1 fs cov./1 fontrav
« EA B*» 1 fs contrav/1 fs cov.
«EA E» 2 foiscontravariants

« fonctionneb»

“par origine"



