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Geéneéalogie
Etude de générations d’individus : liste des membres d’une famille ayant une lien
de filiation (ou parent€) ... science apparentée a I'histoire

Arbre généalogique : individu « racine » vers des individus parents : « branches »
et « feuilles » , généalogie ascendante (racine vers parents, grands-parents, ...) ou
bien descendante (racine vers les enfants, petits enfants, ...)

Exemple de géneéalogie ascendante :

grand-péere grand-meére grand-péere grand-mere
paternel patetnelle maternelle matefnelle
pere mere
racine, cujus

Pour les étres vivants : taxons
Pour les animaux : pedigree
Xlléme : Arbre biblique de Jessé, descendants jusqu’a Jésus ...
XIVéme : Arbre des rois francs de Bernard Gui ...

Arbres en ligne sur la toile : MyHeritage, geneanet, roglo, ...



Génealogie ascendante

Taille de I’arbre noté T(N) : avec N générations ou N-1 degré
Racine : degré 0 ou 1¢ génération
Pére, mére : degré 1 ou 2"de génération
Grands-parents : degré 2 ou 3¢™Me génération ...

Soit 2Nt individus par génération
donc T(N)=1+2+22+23+_, + 2N-1 =2N-1 individus total
( formule 1+a+a%+...a"1=(a"-1)/(a-1) )

Si 30 ans par génération soit 17 générations jusqu’en 1539 (ordonnance de Villers-
Cotteréts édicté par Francois 1¢") et T(17)=216-1=65 535 ancétres théoriques !

En I'an 0, on aurait 60 générations soit T environ 1 milliard de milliards d’individus !
mais il y a les mariages consanguins de degres + ou — élevés (endogamie) :
Exemple) Charlemagne est 500 fois dans 'arbre de Saint-Louis !

Implexe : méme ancétre dans l'arbre
Indice d'implexe (N) : ancétres réels / ancétres théoriques = 2N-1
Taux d’'implexe (N) : % de doublons a la génération N
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Numeération de Sosa- Stradonltz

NOTICIA

Géneéalogie ascendante DE LA GRAN CASA

M ’\RU\]’SI’S
\SN

Jérome de Sosa, généalogiste franciscain (1676)
Stéphane Kékulé von Stradonitz (1879) :
chimiste, ascendance des souverains et conjoints

Utilisée dans les logiciels de généalogie (N° SOSA) :

0 : sujet 1 : racine

1 :parents 2. peredel 3:meredel

2 :aieuls 4 : pére de 2 5: mére de 2 6 : pere de 3 7 : meéere de 3

3 :Bisaieuls| 8: 9: 10: 11 : 12 13: 14 : 15:
pere | mére de | mérede | mere | perede | mere de | pere de | perede 7
de 4 4 5 de 5 6 6 7

4: Trisaieuls SOSAde 16 a 31

- Degré d’ascendance = partie entiere du logarithme en base 2 du SOSA
ex) SOSA=13: 10g,(2%)=3 < log,(13) < log,(24)=4 => degré(SOSA=13)=3
- Degré 3 (trisaieuls) : effectifs théoriques de 16=23*1 mais I'effectif réel peut étre différent :

par I'implexe (doublons) ou bien par incomplétude (ancétres inconnus)



Exemple d’implexe

Implexe du second degré

Nombre . ,
il Les parents sont cousins germains Nombre
d'ancétres . d'ancétres
i Les grands-parents sont freres et soeurs
theéorique réel

16 q) Q (P Q12
O

8 Sos:a 8 Sosa 9 Sos.a 10 Sosa 11 Sos'a 14 Sosa 15 6
| | (= Sosa 12) (= Sosa 13)
Sos:a 4 Sosa 5 Sos.a 6 Sosa 7
| | | |
2 Sos.a 2 Sosa 3 2
Sosa 1

Indice d'implexe (4) =6/8 =0,75
Taux d’'implexe (4) = (8-6) / 8 = 25%



Anceétres et population

Population mondiale a une croissance exponentielle
Ancétres théoriques a une croissance exponentielle inversée (doublement 25/30 ans)

Vers 1175 : 72 milliard d’habitants et 8 milliards d’ancétres (25 générations) !
- chaque individu peut étre 16 fois en moyenne notre ancétre
- le croisement des arbres géneéalogiques freinent la croissance des ancétres : implexe

Combien de générations avant un implexe en moyenne ?
- au plus 21 générations
- modéle maths : 7 a 8 générations (Stéphane Le Borgne)
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Modéle coalescent de Kingman pour modéliser la généalogie d’'une population : estimation
de I'age de I'ancétre commun...(utilisé en génétique)



Probabilités

Que disent les probabilités ?
1 individu né vers 1175 doit étre 8milliards/ %2 milliards =16 fois notre ancétre en moyenne !

En 1180, Philippe Auguste était roi de France, il doit donc étre un de nos ancétre !
- Supposons qu’il ne soit pas un de nos ancétres.
- Donc chacun de nos ancétres (les 8 milliards) a une probabilité :
Pp=499 999 999/500 000 000~0,999 999 98 ne pas étre Philippe Auguste
- Alors la probabilité que ce roi ne soit pas notre ancétre est p,8miliards~10-7 tres proche de zéro !
Philippe Auguste est donc notre ancétre « en moyenne » ...
pour Charlemagne cela semble presque certain !

Et nous descendons aussi de Philippe Auguste !

- La probabilité que vos 2 parents de descendent pas du roi est de p,?

- Pour les 4 grands parents, on a py? X pg?

- Pour les 8 bisaieuls, on a (py2 X ped) X (Pg? X Po?) = p? et ainsi de suite

- Donc la probabilité d’'une descendance du roi a la génération 25 est
p(25)=1-p,"?® d’ou p(25)=1-2x107~1

Les descendants de Philippe Auguste croissent rapidement : la probabilité passe de quasi O
(de 1180 a 1800) a 1 rapidement vers 1800/1900. Dans la base universelle Roglo, il y a 929
691 descendants (34 générations) sur 7 500 000 individus !

I nous aurions donc tous du sang bleu !
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Géneérateurs d’arbres
génealogiques

Modele malthusien : croissance exponentielle

« Arbre de Galton-Watson : modele d’extinction des individus (F. Galton : lords anglais)
On se donne une distribution de probabilités p; d’avoir i enfants pour chaque individu
exemplel) p,=1/8=p; ; p;=P,=3/8 et P;;5=0 ; SOMMe Pig jnsini = 1

n(1)=1 ... n(10)=9
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Arbre de Galton-Watson

« Moyenne ou espérance :

E = m = nombre moyen d’enfants / individu = Op, + 1p; + 2p, + 3p3 + ... + np, + ...
n(N) nbre enfants génération N : E(n(N)) = mN par récurrence
E(T)=1+m+m?+...+mN+_..=1/(1-m) sim<1:cas extinction slre
Sim=1ou m>1, E(T) diverge vers I'infinie mais extinction reste possible !

* Fonction génératrice :
g(x) pour x dans [0,1], probabilité que tous les descendants

vérifie une propriété de probabilité x
g(X) =Po t X P +X%P, + ...+ XPrt ... 1 9(0)=py 5 9(1)=1
dérivée g’(x) = p, + 2xp, + ... + nx"Ip, + ... > 0 donc g(x) croissante
dérivée seconde g”(x) > 0 donc g(x) convexe

«
N \
_><_____
N

O
(SR I

Quelle est la probabilité q d’extinction ? q=g(q) 0
on remarque que g’(1) =m
si m<1 on a g=1 : extinction certaine
sim>1 on a g<1 (g=1 est éliminé)

calcul de q (méthode point fixe) : g=...g(...9(g(py)))=lim g*(p,) quand k tend vers l'infini
si m=1: cas critique, E(T) infini

si g”(x)=0 alors g(x)= py + X p; , comme g’(1)=1= p, alors p,=0 : un seul descendant par

énération donc g=0



Probabilités de survie

Exemplel) cas d’'école
Po=1/8 =ps; p; = p,= 3/8 et p;,3=0
E = m = 0x1/8+1x3/8+2x3/8+3x1/8 =12/8 =15 >1
g(x) = (1 + 3x + 3x2 + x3)/8 = (1+x)3/8
Quelle est la probabilité d’extinction ?
9(q) = g<1 conduit a g solutionde 0 =1 —5q + 3 g2 + q° = (1-q)(1+4q-g?)
1 solution g =5-2 =23,6% 1 individu /4 n’a pas de descendance...

Exemple2) population francaise en 1960
P,=10%, p,;=18%, p,=40%, p;=22%, p,=7%, pPs=3%, P.s=0%
E = m = (0x10+1x18+2x40+3x22+4x7+5x3) = 2,07 > 1
g(x) =0,1 +0,18x + 0,4x2 + 0,22x3 + 0,07x* + 0,03x°
g(q) =g<l:ontrouve g= 13,09% 1 individu /8 n’a pas de descendance...

Probleme de Francis Galton (1873) : disparition des noms de famille des lords anglais
la transmission est de pére en fils donc m=2,07/2=1,035 : proche du cas critique

Soit la distribution p,, : probabilité qu’un individu ait n fils

P,=32,28%, p,;=39,47%, p,=21,81%, p;=5,44%, p,=0,40%, ps=0,09%, p.s=0%

Puis on calcule la probabilité d’extinction : g = 92%

En conclusion, la probabilité que la descendance d’'une famille survive est forte (86%) mais
ue le nom de famille survive est faible (8%)
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Génealogies des mathematiciens

Site : Mathematics Genealogy Project www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu @
Avec T=234 346 (15/09/2018) E

Leonard Euler (PhD en 1726) : son directeur de these était Johann Bernoulli
et a eu 6 étudiants et au moins 110 195 descendants !

Ceédric Villani (1998) < Pierre Louis Lions (1979) < Haim Brézis (1972) < Gustave Choquet
& Jacques-Louis Lions grand-pair de son fils Pierre Louis

Hervé Steve (1988) < Alain Dervieux (1981) < Roland Glowinski (1970) <

Jacques-Louis Lions (1954) < Laurent Schwartz (1943) < Georges Valiron (1914) < Emile
Borel (1893) < Gaston Darboux (1866) < Michel Chasles (1814) < Siméon Denis Poisson
(1800) < Joseph Louis Lagrange & Pierre-Simon Laplace étudiant de Jean Le Rond
d’Alembert

Joseph Louis Lagrange (1754) < Leonhard Euler (1726) < Johann Bernoulli (1690) < Jacob
Bernoulli & Nikolaus Eglinger

Jacob Bernoulli (1676) < Nicolas Malebranche (1672) < Gottfried Wilhelm Leibniz (1666) <
Jakob Thomasius (1643) < Friedrich Leibniz (1622) < inconnu

Par Nikolaus Eglinger , on remonte aux mathématiciens arabes ...


http://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/

Genealogie des abeilles Zg

Familles des Hyménopteres (guépes, fourmis, ...)

v" Un male M provient d’'une femelle F (ceuf non fécondé)
v" Une femelle F d’'un male M et d’'une femelle F(ceuf fécondé)

Taille de I'arbre en partant d’'un male M : T(1)=1(M), T(2)=1(F), T(3)=2(F+M), T(4)=3(2F+M),
T(5)=5 (3F+2M), T(6)=8 (5F+3M), T(7)=13 (8F+5M), ...
T(N)=T(N-1)+T(N-2) suite de Fibonacci avec T(N-1) nombre de F et T(N-2) nombre de M

N LAY
W d i W d
N | NS
d W A '
\W \d/ Leonardo Fibonacci (1175-1250)
\d/ T(N)/T(N-1) tend vers le nombre d’Or
| proche de 1,618... solution de x?-x-1=0
W (1,618039... x 1,618039... = 2,618039... !)
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Généalogie des lapins

Fibonacci : liber Abaci en 1202, croissance d'une population de lapins
Chaque mois, un couple de lapins donnent naissance a un couple de lapins : progression
exponentielle de couples adultes ... mais 1 lapereau met 1 mois pour devenir adulte et donc

procreer : )
- Enjanvier, on a un jeune couple de lapins T(1)=1 L
- En février, ce couple met bat T(2)=1 Y
-  En mars, on a 2 couples adultes et le 1¢" couple met bat T(3)=1+1=2 B Fig

- En avril, on a 3 couples et 2 couples mettent bat T(4)=2+1=3
- Enmai, on a 5 couples et 3 couples mettent bat T(5)=3+2=5 ... i o A
A nouveau la suite de Fibonacci : T(N) = T(N-1) + T(N-2) TP TR T TR

( T(N-2) couples devenant adulte)
&8 i A& i i di i
Mais les lapins ne vivent que 3 mois :
T(D=T(2)=T(3)=1, T(4)=T(5)=2, T(6)=3, T(7)=4, T(8)=5, T(9)=7, T(10)=9, T(11)=12, ...

on obtient la suite de Padovan : T(N+1) = T(N-1) + T(N-2)
avec T(N+1)/T(N) qui tend vers 1,324... solution réelle de x3-x-1=0

Les lapins finissent par manquer de nourriture :
modele avec la suite logistique : T(N) =r T(N-1) (1-T(N-1)/K)
convergence (r<3), régime périodique, chaos, divergence
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Geneéalogie genétique
» La généalogie génetique necessite lI'usage de tests ADN qui
mesurent le niveau de rapports genetiques entre des individus. Les
genes se transmettent entre genérations, des comparaisons

genétiques permettent d'établir un degré de parenté plus ou moins
proche entre individus

» Georges Darwin fils de Charles. En 1875, il trouva entre 2,25 % et
4,5 % de mariages entre cousins germains dans la population de la
Grande-Bretagne suivant les classes sociales

> A partir de 1990 : travaux sur le génome, carte du chromosome Y
qui se transmet de pere en fils

En 2001 : 7 groupes humains majeurs ancétres des Européens
Depuis 2010 : tests en vente aux US

Test ligne paternelle ADN-Y (récente ou ancienne)

Test ligne maternelle ADN-mitochondrial (héritage par I'ovule)

kayn .
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Généa...logique

- Marcel est le pere de Caroline et I'oncle de Patrick.

- Jacques est le fils de Solange et le cousin de Jean.
- Raymond et Marcel sont les oncles de Patrick.

- Irene est la belle sceur d'Edith et la mere de Pierre.
- Solange est la bru de Marie et la mére de Valérie.

- Brigitte et Pierre sont jJumeaux.

- Francoise est la cousine de Valérie et la fille de Raymond.

- Jean est le petit fils de Charles et le neveu d'lrene.
- Patrick est le frere de Paul et le neveu d'Irene.

- Edith est |la belle sceur d'André et la mere de Jean.
- Marcel et André sont deux freres.

- Irene est la fille de Marie et la mere de Francoise.
- Paul est le cousin de Jean

k"
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Géneéa...logique (solution)

Charles Marie
l |
| |
Marcel Edith Raymond| | Irene André | | Solange
[ | [ | l |
| |
Caroline| | Jean || Frangoise | | Brigitte| | Pierre || Patrick| Jacques || Paul|| Valérie
k" ;




