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Résumé

Présenter l’histoire d’un problème concret de géométrie classique :
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la solution récente d’une conjecture le concernant
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la solution récente d’une conjecture le concernant
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le rôle joué par l’IHÉS dans cette histoire

des raffinements de la solution

la solution récente d’une conjecture le concernant
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Dans le plan

La figure la plus simple : le triangle.

Un triangle est déterminé par la longueur de ses côtés.

Un triangle est donc rigide.

Un triangle est convexe.

Sa surface peut être calculée à partir des longueurs des côtés
par une formule due à Héron d’Alexandrie

Surface(ABC ) =
1

4

√

(a + b + c)(a + b − c)(b + c − a)(c + a− b)
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Dans le plan (suite)

Les figures planes plus compliquées : quadrilatères, polygones.

Les quadrilatères se déforment même s’ils sont convexes.

Leur surface se modifie dans la déformation.
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Les quadrilatères se déforment même s’ils sont convexes.

Leur surface se modifie dans la déformation.
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A trois dimensions

La figure la plus simple : le tétraèdre.

Il a 4 sommets, 6 arêtes et 4 faces.

C’est un polyèdre convexe.

Il est rigide.
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A trois dimensions

La figure la plus simple : le tétraèdre.
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A trois dimensions

La figure la plus simple : le tétraèdre.
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Un résultat important

Théorème (Louis-Augustin CAUCHY), 1813

Un polyèdre convexe ne peut être déformé en gardant chacune de
ses faces rigides.

La preuve s’appuie sur une analyse des angles dièdres.

Se nourrit d’idées introduites par Adrien-Marie LEGENDRE.

Question

Existe-t-il des polyèdres flexibles ?
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ses faces rigides.

La preuve s’appuie sur une analyse des angles dièdres.
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Un résultat important
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2. La solution du problème
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La découverte des premiers flexaèdres

Raoul BRICARD étudie en détail les octaèdres, et en 1897 en
fabrique un qui est flexible mais dont les faces se recoupent.
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La découverte des premiers flexaèdres
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La découverte des premiers flexaèdres (suite)

Théorème (Robert CONNELLY), 1977

Il existe un flexaèdre à 18 sommets.

CONNELLY utilise des octaèdres de BRICART qu’il
positionne pour que les plans qui les portent puissent s’éviter.
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Théorème (Robert CONNELLY), 1977

Il existe un flexaèdre à 18 sommets.
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L’IHÉS comme creuset

CONNELLY est invité à l’IHÉS par Dennis SULLIVAN pour l’année
académique 1975-1976.

Beaucoup de travail mais pas encore de solution.

En juin 1977, CONNELLY trouve son contre-exemple.

Nicolas KUIPER, alors directeur de l’IHÉS, le fait publier aux
Publications Mathématiques de l’IHÉS.
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CONNELLY est invité à l’IHÉS par Dennis SULLIVAN pour l’année
académique 1975-1976.

Beaucoup de travail mais pas encore de solution.

En juin 1977, CONNELLY trouve son contre-exemple.

Nicolas KUIPER, alors directeur de l’IHÉS, le fait publier aux
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Des raffinements du résultat

KUIPER et Pierre DELIGNE construisent un flexaèdre à 11
sommets.

Klaus STEFFEN construit le flexaèdre qui, à ce jour, a le
moins de sommets, soit 9.
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La note de STEFFEN
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Les flexaèdres fument-ils ?

La légende veut que SULLIVAN ait un jour soufflé la fumée de
sa pipe dans le flexaèdre.

Il aurait constaté qu’en déformant le flexaèdre, la fumée ne
sortait pas.

CONNELLY a pu montrer que ce flexaèdre-là ne “fumait” pas.

La conjecture du “soufflet” était née.

Conjecture du soufflet

Dans leur déformation les flexaèdres ne changent pas de volume,
donc ne “fument” pas.
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Dans leur déformation les flexaèdres ne changent pas de volume,
donc ne “fument” pas.
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Le contexte de la conjecture

Dans certains exemples de polyèdres généralisés, comme celui
des “kaléidocycles”, la conservation du volume est une
évidence.
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4. Le théorème du soufflet
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Le calcul du volume des polyèdres

Une formule donnant le volume d’un tétraèdre ABCD semble
avoir été connue de Niccolo Fontana TARTAGLIA au début
du XVIème siècle (et redécouverte par Leonhard EULER) ”

Volume(ABCD)2 =
1

288
det













0 AB2 AC 2 AD2 1
AB2 0 BC 2 BD2 1
AC 2 BC 2 0 CD2 1
AD2 BD2 CD2 0 1
1 1 1 1 0













Comment cela se généralise-t-il aux autres polyèdres?
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du XVIème siècle (et redécouverte par Leonhard EULER) ”

Volume(ABCD)2 =
1

288
det













0 AB2 AC 2 AD2 1
AB2 0 BC 2 BD2 1
AC 2 BC 2 0 CD2 1
AD2 BD2 CD2 0 1
1 1 1 1 0












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Le calcul du volume des polyèdres

Le cas d’un polyèdre général peut être traité par découpage en
tétraèdres.

Ceci est possible à cause d’un théorème de Idzhad SABITOV
obtenu en 1996, simplifié par CONNELLY, SABITOV et Anke
WALZ en 1997.

Calcul du volume d’un polyèdre

Le carré du volume d’un polyèdre est racine d’une équation
polynomiale dont les coefficients s’expriment à partir des carrés des
longueurs des arêtes de toute triangulation du polyèdre.

C’est une généralisation de la formule de Héron pour la
surface des triangles et de la formule de Tartaglia pour le
volume des tétraèdres.
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Le calcul du volume des polyèdres
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obtenu en 1996, simplifié par CONNELLY, SABITOV et Anke
WALZ en 1997.

Calcul du volume d’un polyèdre
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Le théorème du soufflet

En déformant un polyèdre continûment sans changer la
longueur de ses arêtes, son volume ne peut sauter d’une racine
du polynôme donné par le thèorème précédent à une autre.

D’où

Théorème du soufflet

Le volume d’un flexaèdre ne change pas dans sa déformation, et
donc “les flexaèdres ne fument pas”.

La méthode de preuve utilise une construction d’algèbre pure
a priori étrangère à la question géométrique considérée.

Il s’agit de montrer qu’à partir de la formule de Tartaglia on
obtient le volume par “extension successive” du polyèdre en
suivant son patron grâce à la théorie algébrique des valuations
et une récurrence sur la complexité du polyèdre.
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Théorème du soufflet
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Merci pour votre attention.
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