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) Generalites

Fractales : formalisme B. Mandelbrot (1975)

O Dimension lineaire :
ex) feuille A4 : 210mm x 297mm

O Nombre de coordonnées :
- Surface d’une feuille : dimension d=2
- Notre espace : d=3 : largeur, hauteur, profondeur
- d > 3? hypercubes, espace-temps ...
O Proprieté d’un objet fractal :
ex) dimension fractale =2,5

N
©. dimension topologique objet = dimension evcej
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@n f;‘:' “ Benoit Mandelbrot

O Origine lituanienne, 1924-2010

O Mathématicien franco-americain

O Ecole Polytechnique, IBM, Yale, Cambridge ...
O Theorie de ’information

O Les fractales
-Forme, hasard et dimension (1974)
-Théorie financiere (des 1961), temps multifractal
Une approche fractale des marches (2004)

\. -De Mandelbrot : z,,, =772 +c , c complexe/, " =
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“Dimensions entieres

< 0 : kafemath du 6/01/2011  — 5
Od = 0 : point, scalaire, sans axe

Od =1 : droite, vecteur, 1 axe
segments, courbes

Od =2 : plan, 2 vecteurs, 2 axes
quadrangles, ..., surfaces, ...

Od = 3 : espace, 3 vecteurs, 3 axes
Od > 3 : hyperespace, d vecteurs, ...

" d=4 16 soAmmets
N I 32 aretes

hypercube 24 faces 4
29 sommets 3 cubes :
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Fractale de Vicsek

Propriétés des colloides d’or (1983)

R=33=27 _
R=32=9 E'::.:
s g
n=3
1 carré 5 carrés 52 carrés 53 carrés

= n:R=3", V=5"carrés, R <V < RY=2

—— Df=log; 5= 14650 <2 = |
\ V=R"" | Dimension fractale aF

V « volume » " \‘
R longueur caracteristique Z




/"J ““Dimensions fractales

Calcul de Df: \/=RDf
O Fonction log = logarithme : log, b = 1
log (axb)= loga+logb = loga?=21loga
— log aP = b log a
O =logV=DflogR=Df =logV / log R
— Df = log 5"/ log 3" =log 5 / log 3 = log; 5

Hierarchie infinie des détails
Rugosité infinie (fractus)
Objet autosimilaire régulier

At .
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proprietes
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Df =log 5/log 3 n=5

 Loi d’échelle : V(A r) = (A r)PT = AP" V()
Invariance par unité de longueur
Df dimension fractale de similitude = log, V(A r) / V(r)

.+ N(r) nombre de carrés de coté r : N(r) oc 1 /P! _
“Df dimension fractale de « comptage de boite

 &x) Vicsek : r=1/3", N(r)=5", Di=log N(r) / |og(1/r)rj
9
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ke 0, O Dimension de
Y Hausdorff-Besicovitch

Espace métrique (X,dist) Félix Hausdorff (1918)

- espace euclidien : D=dim,(X) = d entier

- espace metrique : D=dimy(X) réel > 0

O H° mesure de Hausdorff (Hs « volume », s réel = 0)
h(A,) diametres de parties denombrables A de X

H*(X)=Ilim inf <Zh(A) XCUA

r—0 h(A)<r )

A4

D = dimy(X) =inf { s, H(X) = 0} = sup { s, HS =

. Propriété d’invariance : HP(L X) = AP HP(X "J

A\
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¢) ““Longueur d’une cote ...

Somme de petites longueurs (s=1) :
H' = «infini »

Somme de petites surfaces (s=2) :
H2 = 0

Déependance de la mesure !

On a affaire a une fractale !

Somme intermeédiaire Hs
On trouve 1,2 <s< 1,3
cote ouest GB : D=1,24 >1

Cote de la Norvege D=1,52




- (“/ & Auto-similarité
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bjet X est compact auto-similaire :
X =S5,(X) US,(X) U ... U Sy(X)
avec S,,S,,...5y similitudes de rapport ry,r,,...,ry<1
Alors s dimension d’autosimilarité verifie :
re+r+ ..+ =
ets=D-= dimH(X) (avec une condition sur X)

O Applications :
- Vicsek : 5(1/3%) =1 =s=D=1log; 5< 2

- Poussieres de Cantor : =———=

1/3 rien 1/3
N 2(1/3)=1=s=D=log32~0,6309 <14 "

| . Mesure(Cantor)=0, Cantor indénombrable(j




0O Cantor (suite)
flocon de Koch

« Cantor asymetrique : 1 = 1/2 + rien + 1/4

1/45 + 1/25 =1 = 1 + 25 = 45 = (25)2
— 25 = ® = (1+V5)/2 nombre d’or
—s=D=log, ® = 0,6942 < 1

* Flocon de Koch :
4(1/3°=1 = s=D=log;4= 1,2619> 1

n=0 nyl

~Périmetre = 3 x 4"/3"




O glj"n'mation flocon de Koch
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0 C colloides d’or
agrégation rapide de particules
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autour d’un germe




. Df=1.6 en 2D Df=1.9 en 2

'f--/
percolation

Remplissage (carre, cube) avec probabilité p
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en dessous du seull juste au seulil
amas isoles amas compacts
Df =2 en 3D Df=2,3en 3D«
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¢ )" "Encore des fractales

Tout n’est pas fractal !
Q nombre rationnels : D=0 et Q dense dans R !

O R nombres reels avec décimales paires
Df = log 5 / log 10 = 0,69897

O Pseudo-fractales, autosimilarité variable, ...

»’o..

O Exemples :
chou romanesco : Df=2,66

\  Mouvement Brownien : ligne brisée g

et pourtant en 3D, Df=2 ! presque SGreme'aJ
19



Images

Fougeres




