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Polygones, polyédres, polytopes

En dimension 2 on a les polygones:

Triangle:
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Carré:

Pentagone:
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En dimension 3 on a des polyèdres. Les plus

connus sont les polyèdres platoniciens:





Pas de polyèdre avec que des hexagones (pavage

hexagonal),



mais il existe un joli polyèdre avec hexagones

et carrés:
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le permutoèdre
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Coordonnées du permutoèdre:

P0 ⊂ R1

(1)
•

P1 ⊂ R2

(1,2) (2,1)

• •

P2 ⊂ R3 (1,2,3)

•
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(2,1,3) • • (1,3,2)

(3,1,2) •

FFFFFFFFFFFFFFFFF •

xxxxxxxxxxxxxxxxx (2,3,1)
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(3,2,1)





Parenthésages

ab

(ab)c , a(bc)

((ab)c)d, (a(bc))d, (ab)(cd), a((bc)d), a(b(cd))

et polytopes

(ab)c a(bc)
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((ab)c)d
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a(b(cd))



Théorème (Jim Stasheff 1966) Il existe un poly-

tope de dimension n dont les sommets corre-

spondent aux parenthésages d’un produit de

n + 2 variables.

Problème : Trouver les coordonnées à partir

des arbres (comme dans le permutoèdre).



Solution (JLL 2004) :

1. Remplacer parenthésages par arbres

Parenthésages

ab

(ab)c , a(bc)

((ab)c)d, (a(bc))d, (ab)(cd), a((bc)d), a(b(cd))

et arbres
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x0 x1 x2 x3 x4
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((x0x1)x2)(x3x4)

Numérotation des sommets:

si on laisse tomber une bille entre les feuilles

xi−1 et xi on aboutit au sommet numéro i



2. A chaque arbre t à n + 2 feuilles on associe

un point M(t) à n + 1 coordonnées

M(t) := (a1b1, . . . , aibi, . . . , anbn) ∈ Rn .

ai := nombre de feuilles sur la gauche du som-

met numéro i

bi := nombre de feuilles sur la droite du som-

met numéro i
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Pour l’arbre t correspondant à ((x0x1)x2)(x3x4)

M(t) = (1× 1,2× 1,3× 2,1× 1) = (1,2,6,1).



Lemme a1b1 + · · ·+ anbn = n(n+1)
2

Donc tous les points M(t) sont dans un même

hyperplan

Théorème L’enveloppe convexe des points M(t)

est le polytope de Stasheff (associaèdre)

(1,2,3)
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EXERCICE de trigonométrie

Montrer qu’on ne peut pas construire un asso-

ciaédre avec des carrés (3) et des pentagones

réguliers (6). Niveau terminale (?)
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Comparaison permutoèdre associaèdre rhomboèdre
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Albrecht Dürer Melencholia I (1514)

Polytope de Dürer = rhomboèdre tronqué
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Merci pour votre attention !


