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INTRODUCTION
 Définitions
 Calculs de derivées
* Formules

* Derivéee numeérique

 Differentielle, opérateurs differentiels /
* Derivee complexe /
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DERIVE

« La derive est I'écart entre le cap et la

NT
\

route d'un vehicule qui dépend du vent ¥
et/ou du courant e

d
AT
\ he

Cc : cap compas suivant son nord Nc \
Cm : cap magnétigue suivant son nord Nm \
Cv : cap vrai suivant le nord géographique Nv

 sur un voilier : la dérive est un plan porteur
anti-dérive. Sur un dériveur, la dérive est
amovible.

e Sur un avion ou planeur : la déerive est un
empennage vertical
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PENTE DE LA TANGENTE

« Pour une courbe ou fonction continue, il s’agit d’approcher la valeur de
la pente de la tangente (vitesse)

M

Yo=Ff(Xo)

 Sila pente existe, la fonction est dite déerivable en x,
« Sila pente est positive, cette fonction est dite croissante
sinon elle est décroissante.

« Sila pente est nulle alors la tangente est horizontale en ce point
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DEFINITIONS

* Fonction f(x) : fonction reelle a valeurs réelles x, f : Df - R, x — f(x)
avec Df domaine de la fonction f

« Calcul de la valeur de la dérivée de la fonction f(x) en X, :
f,(xo) — llm f(x)_f(xo) — llm f(x0+h)_f(x0)

X=X,  X—X, h—0 h
x¢x0 h=0

C’est la limite du taux d’accroissement txo(h):f(x°+h;_f(x°) de la fonction f quand le

pas h tend vers 0. Si cette limite existe alors on dit que la fonction f est dérivable en
Xo.

 Fonction dérivee : ' : Dff —» R, x — f(x)
Avec Df domaine de dérivabilité de la fonction ' (sous-ensemble de Df) /

Exemple) la seule fonction égale a sa dérivée est I'exponentielle : (e’)* = eX
DFff=Df=R

« Fonction primitive F(x) : sa dérivée est la fonction f(x) i.e. F’(x)=f(x)
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NOTATIONS

Dérivée de la fonction f au point a : Joseph-Louis
Lagrange
1736-1813

« La notation de Lagrange : f'(a)
Lagrange est a I'origine du mot dérivée

; .
- La notation de Leibniz : d—ﬁ(a) pour le calcul infinitésimal @mﬁd

attention la notation employée en physique df(a)/dx n’est pas rigoureuse, Le€ibniz
ce n’est pas vraiment une fraction ! 1646-1716

- La notation de Newton : f(a) employée en physique pour une

. Isaac
den_vee par rapport au temps. Newton parle de calculs de Newlon
fluxion. 1643-1727

« La notation d’Euler : D,f(a)

Leonard
. P . d’f Euler
Généralisation aux dérivees itérées : f'(a) , f(a) , @(a) , ... 1707-1783
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CALCULS DE DERIVEES 1/2

* Fonction linéaire f(x)=ax+b avec Df=R
a(xyth)+b—ax,—-b

Son taux d’accroissement vaut t ,(h) = =a

h

Le passage a la limite quand h tend vers 0, donc f'(x) = a est constante

et Df'=Df=R

Si a=0, fonction f(x)=b alors la derivée est nulle pour tout x .

* Fonction f(x) = x2 avec Df=R

\

\

\

2__y2 2 2__y2
to(h) = (X°+h,3 e *9+2X0:+h X0 _ 2Xy *+ h

Le passage a la limite quand h tend vers 0,

donc f(x) = 2x fonction linéaire et Df'=Df=R

- Si X<0, la fonction x2 est décroissante

W

ANN

- si x>0, la fonction x2 est croissante

- la fn dérivée s’annule en x=0
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CALCULS DE DERIVEES 2/2

« Fonction polynomiale f(x) = a x" + a, X" +...+ a;x3 + a,x? + a;x + a; avec Df=R

Calculons la dérivée du monéme x" pour tout n :

_ (X0+h)n—Xn0 _ *ng+nx(§l_1h+"'+hn_*ng
txO(h) - h i h

avec g(h) tend vers 0 quand h tend vers O

=nxg~* + g(h)

donc (x")’= nx"™! est un monéme avec un degré de moins.
Ainsi f'(x) = n a x™! + (n-1)a, x"2 + ... 3a;x2 + 2a,X + a, avec Df'=Df=R

« Fonction f(x) = v/x avec Df=R* (réels positifs)
t,o(h) = Xt =% _ WXg*=g VXX _ 1 _Xg*0-Xg 500 x>0 /

Ce qui donne f’(x)=ﬁ aprés passage a la limite , avec Df'=R**

(réels strictement positifs). Cette fonction est donc strictement croissa
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FONCTIONS NON DERIVABLES

* Fonctions discontinues :

Exemple) la fonction signe f(x)=1 si x>0 =0 si x=0 et et -1 sinon

1—-(-1) 2

le taux de variation vaut th(0)= — = tend vers l'infini

guand h tend vers 0 donc f(x) n’est pas dérivable en 0

« Courbes brisées :

Exemple 1) valeur absolue f(x)=|x|=x si x = 0 et —x sinon
Cette fonction est continue dans R, mais elle a une dérivée
discontinue = -1 si x<0 et =+1 sj x=0

donc elle n'est pas dérivable en 0

Exemple 2) Fractales qui sont des courbes continues jamais dérivables.
Exemple 3) La courbe journaliere des décées covid en France

1005

1500 24 novembre

1000

500

0
@n 19 avr. S juin 14 aolt 2 oct. 16 now.
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FORMULES / REGLES

- Somme de dérivées : (f+g) =f + g’
« Produit de dérivées : (fg) = fg’ + gf

fg(x+h)-fg(x) = 1(x+h)g(x+h) - 1(x)g(x)
= f(x+h)g(x+h) - f(x)g(x+h) + 1(x)g(x+h) - 1(x)g(x)

= [f{(x+h)-f(x)]g(x+h) + T(x)[g(x+h)-g(x)]
On divise par h puis on passe a la limite pour obtenir la formule

» Dérivée de l'inverse : (1/f) = -f'/f2

Ly SGh—f @)
f(x+h) @’ T R )

Idée : — (

On en deduit le quotient de dérivées : (f/g) = (fg-fg’ )/ g?

« Composée de dérivées : (Qof) =(g of).F

« Dérivée réciproque : (f1)y =1/(Fofl) (tellequefofl=Fflof=id
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DERIVEES N-IEME

« f estla fonction dérivee premiere. Donc f est dérivable et sa dérivée est continue, f
est dite de classe C!

« 7= (f) estla fonction dérivée seconde (dérivee de la dérivée) ... lorsqu’elle
existe. Donc f est 2 fois dérivable, ses dérivées 1€ et 2nde sont continues, f est C2

« On note f™ = (f0-1Y |a fonction dérivée n-iéme, on dit que f est de classe C" c’est &
dire n-fois continlment dérivable.

« Une fonction de classe C” est une fonction indéfiniment dérivable
Exemple) I'exponentielle car(e’)* = e* par récurrence

« Formule de Leibniz:

(fg) =fg +gf

(fg)” — (f!g + gf’)! e f”g + 2f’g’ + fg”

(fg)m=3"_ ckr®g™ avec Ck= k,(n_k),coefnuent binomiaux

Analogie avec la formule du binéme : (x+y)" = ¥.7_, CFxkynk
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DERIVEE DE L'EXPONENTIELLE ...

» Fonction connue sous un développement en série (somme infinie) :
Formule d’Euler :
f(x) = eX=1+ x/1! + x2/2! + x3/3! + ... + x"/n! + ... avec Df=R

- Calcul de la derivee :
exth — ex = exeh— ex = (eh-1) eX = (2+h+h?/2+h3/6+...-1) eX Vs

= h(1+h/2+h2/6+...) e* /

On divise par h puis on passe a limite, on obtient (e’)*=e* >0 donc
Df'=Df=R et cette fonction est strictement croissante

« Dérivée de sa réciproque c.a.d. le logarithme népérien f1(x)=In(x) :
On aln’(x) = (F¥)(x) = 1/(f o fFY)(x) = L/In(e™)=1/In(e¥)=1/x

Attention : In(x) est définie dans R**

o
N
&

et sa derivée est strictement positive dans ce domaine

tay"
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DERIVEE NUMERIQUE

* On cherche a approcher la tangente a
une courbe/fonction par sa corde :
f(xy) = Yi+1 — Yi-1
Xi+1 — Xi-1

avec xi point milieu

Applications : courbes expérimentales
ou bien lorsque la fonction n’est pas résolue
(équations differentielles)

Xi+1

« Erreurs numeériques :

Soit r précision des nombres pour une machine (r=10-1% en double précision)
Si yii1—yi_1 <ralors 'erreur sur la dérivée peut étre importante /

« Deéveloppement limité de la fonction f :
A l'ordre 2, soit h le pas d’accroissement
f(x+h) = f(x) + h f'(x) + h*/2 f’(x) + O(h?) avec O(h?) tend vers 0 quand h te
f(x-h) = f(x) - h f'(x) + h#/2 f’(x) + O(h?)

D’ou fx) = ( f(x+h) — f(x-h) ) / 2h avec une erreur de méthode en h?2

tay"
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DIFFERENTIELLE

» Cas réel (une seule variable) :

Soit y=f(x), on a vu que pour des petites variations f(x+h) - f(x) = h f(x).

On pose alors dy= f(x+h) - f(x) et dx=h, et on introduit la différentielle df :
si f dérivable alors df = f(x) dx (passage a la limite)

De plus, si df est differentiable alors on obtient d2f = f’(x) (dx)? qui est la
différentielle d’ordre 2. Et ainsi de suite d"f = f(" (dx)" est la différentielle d’ordre n.

« Cas adeux variables :
: : _of of of . of
Soit f(x,y) fonction de R? vers R, alors df = a(x,y) dx + @(x,y) dy avec P! 3y

dérivées partielles fonctions de R2 vers R. Si elles sont de classe C! alors df est
différentiable :
_ 9 O*f O*f _ 9 a9
d2f = e (dx)2 + 370y dxdy + 373y (dy)2 = (ax dx + " dy )? f
Avec aa_x dx + aa—y dy 'opérateur différentiel agissant sur la fonction f ...
6 m 14
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OPERATEUR DIFFERENTIEL 1/2

Pour une fonction a une variable, on utilise les dérivées ordinaires, issues des
équations différentielles ordinaires ou EDO :

u 0
Exemple) T = f(t,u(t)) est une EDO du premier ordre, I'opérateur est 3t

* Pour une fonction a plusieurs variables, on utilise les dérivées partielles, issues
des équations aux dérivées partielles ou EDP :

oT

5 O AT =0
avec T(x,t) température dépend du temps t et de I'espace x dans R3 , a Constay

Exemple) équation de la chaleur :

A opérateur laplacien scalaire du 2"d ordre : A=V -V, - est le produit scalaire

9 o0 0 /

\7-:(5 3 E) opérateur divergence du 1°" ordre

V=13 opérateur gradient ou nabla du 1¢" ordre




OPERATEUR DIFFERENTIEL 2/2

ax

_ 2 2 o, |a|l_ o & @
Laplacien A =div(grad) =V -V = 3% 3y 22 5 | = @ Gy o)
0
0 . " E .
» Opérateur rotationnel : opérateur matriciel du premier ordre g
0 0 . .
0O —= = Pierre-Simon
0z dy
3 3 _ _ de Laplace
rot=vVx=| — 0 ——| etXest le produit vectoriel 1749-1827
0 0
—li 0
oF, _ ory
ady 0z
soit F=(F, F,F,), alors V X F = 9Fx _ 9%z | ast un vecteur
2 0z ox
oFy _ oFx
dx ady
Exemple) les équations de Maxwell dans le vide
rﬁsé | % =0 (Equatmn de Maxwell-Faraday);
div B = ﬂ (Inexistence des charges magnétiques, parfois appelée équation de Maxwell-Thomson); J e lerk
divE = _— Equatmn de Maxwell-Gauss); axvell 1831-
\ 1879
rot( ) (Equat.ion de Maxwell-Ampere).
16
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DERIVEE COMPLEXE

» Soit f(z) fonction a valeurs complexes définies dans un ouvert U, cette fonction est
C-dérivable en un point z,=X, + iy, Si :

f W —f ) o
f(zo) = lim — 0 A Z=X+iy
|u|—0 u yr——-

|

r |

avecu=s+it, [u=vs?+tieti‘=—1 i

i » Re

. L : 0 X
« On peut se ramener a une fonction a 2 variables : 2]
r=|z

df =L ox+ Ly =L oz + L oz module de z

avec dz = dx + 1 dy et dz = dx - dy (conjugué de dz)
. af

si f déerivable en z; : f'(z,) = >, (zp)

* Une fonction holomorphe est une fonction complexe C-dérivable en to mt U
ou dans C

« Lafonction entiere d’'une fonction complexe est une fonction holomorphe dans C
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LOGARITHME COMPLEXE m@

« Soit L(z) le logarithme complexe holomorphe
deéfinie dans U tel que :

exp(L(z)) =z
» Laderivée de L(z) est 1/z dans C* = C\{0}

* Le logarithme L(z) n'est pas déterminé sur C*
Mais il on peut avoir plusieurs déterminations dans U
: Z — L(z) + 2iktr avec k entier dans Z

Re(z)

|l existe une détermination de L(z) sur un

ouvert C*\D avec D demi-droite gauche d’extrémite 0

(appelée « coupure ») : cette détermination du logarithme complexe est
la seule qui prolonge le logarithme réel

 Fonction puissance : sur U de C*, il existe L(z) alors pour tout a dans C
z2 = exp(a L(z)) que lI'on peut dériver (z3) = a z?@

Pour a=1/n, on peut prolonger la fonction racine n-ieme en {/z = z/n

6 f” avec la coupure D
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CONCLUSION

* Nous avons abordeé le calcul de dérivées elémentaires, la dérivée nieme, le
calcul differentiel, quelques opérateurs différentiels et la dérivee complexe.

D’autres themes connexes :

« Lien avec l'optimisation : lorsque la dérivée s’annule, cela peut étre le
minimum ou le maximum d’une fonction.

 Ladérivée algébrique : D(axb)=D(a) x b + a x D(b)

« Geénéralisation aux dérivee fractionnaires ...: existe t-il un opérateur
linéaire Htg H*f=D f=d/dxf=f?

« Apres le calcul differentiel, le calcul integral ...
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