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@ Les diviseurs d'un entier
@ La fonction 7(n)

@ Les diviseurs de deux nombres consécutifs

@ Une conjecture de Paul Erdés
© Un lien entre le monde réel et le monde complexe

© Peut-on améliorer un vieux résultat de Ramanujan?
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Les diviseurs d'un entier

La fonction 7(n)

Les diviseurs de deux nombres consécutifs

Une conjecture de Paul Erdés

Un lien entre le monde réel et le monde complexe

Peut-on améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

000000

Les diviseurs milieux d'un entier
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Le nombre de diviseurs d'un entier
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Le nombre de diviseurs d'un entier

@ Un entier positif d est appelé un diviseur de |'entier positif n si
n/d est un entier.
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Le nombre de diviseurs d'un entier

@ Un entier positif d est appelé un diviseur de |'entier positif n si
n/d est un entier.

@ Les diviseurs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6, 12
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Le nombre de diviseurs d'un entier

@ Un entier positif d est appelé un diviseur de |'entier positif n si
n/d est un entier.

@ Les diviseurs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6, 12
@ Les diviseurs de 13 sont 1 et 13
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Le nombre de diviseurs d'un entier

Un entier positif d est appelé un diviseur de |'entier positif n si
n/d est un entier.

Les diviseurs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6, 12
Les diviseurs de 13 sont 1 et 13

7(n) = le nombre de diviseurs positifs de n
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Le nombre de diviseurs d'un entier

Un entier positif d est appelé un diviseur de |'entier positif n si
n/d est un entier.

@ Les diviseurs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6, 12

@ Les diviseurs de 13 sont 1 et 13

@ 7(n) = le nombre de diviseurs positifs de n

e 7(n)=1(¢i* q3?---q)=(ar+1)(ax+1) - (a, + 1)
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Le nombre de diviseurs d'un entier

@ Un entier positif d est appelé un diviseur de |'entier positif n si
n/d est un entier.

Les diviseurs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6, 12
Les diviseurs de 13 sont 1 et 13
7(n) =
T(n)=7(q" g5 q7) =(aa +1)(a2 +1)---(a + 1)
7(12) = 7(2%- 3) (2 +1)(1+1)=6

le nombre de diviseurs positifs de n
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La somme des diviseurs

o(n) = la somme des diviseurs positifs de n
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La somme des diviseurs

o(n) = la somme des diviseurs positifs de n
o(6)=14+2+3+6=12
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La somme des diviseurs

o(n) = la somme des diviseurs positifs de n
o(6)=14+2+3+6=12
n est appelé un nombre parfait si o(n) = 2n
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La somme des diviseurs

o(n) = la somme des diviseurs positifs de n
o(6)=14+2+3+6=12

n est appelé un nombre parfait si o(n) = 2n

Les nombres 6, 28, 496, 8128 et 33550336 sont parfaits
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La somme des diviseurs

o(n) = la somme des diviseurs positifs de n
o(6)=14+2+3+6=12

n est appelé un nombre parfait si o(n) = 2n

Les nombres 6, 28, 496, 8128 et 33550336 sont parfaits

n est un nombre parfait pair

<= 3 un premier p tel que n = 2P~ (2 —

ou 2P — 1 est premier
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La somme des diviseurs

o(n) = la somme des diviseurs positifs de n
o(6)=14+2+3+6=12

n est appelé un nombre parfait si o(n) = 2n

Les nombres 6, 28, 496, 8128 et 33550336 sont parfaits

n est un nombre parfait pair
<= 3 un premier p tel que n =2P"1 (2 — 1),

ou 2P — 1 est premier

On ne sait pas s'il existe des nombres parfaits impairs
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La somme des diviseurs

o(n) = la somme des diviseurs positifs de n
o(6)=14+2+3+6=12

n est appelé un nombre parfait si o(n) = 2n

Les nombres 6, 28, 496, 8128 et 33550336 sont parfaits

n est un nombre parfait pair
<= 3 un premier p tel que n =2P"1 (2 — 1),

ou 2P — 1 est premier

On ne sait pas s'il existe des nombres parfaits impairs
Un tel nombre devrait étre > 10159

et avoir au moins 10 facteurs
premiers distincts
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La valeur moyenne du nombre de diviseurs
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La valeur moyenne du nombre de diviseurs

@ En moyenne, un entier positif n posséde environ log n diviseurs
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La valeur moyenne du nombre de diviseurs

@ En moyenne, un entier positif n posséde environ log n diviseurs

@ Cela découle du fait qu'il existe une constante 6 > 0 telle que

ZT(H) = xlogx + (27— 1)x+ O (x*)

n<x
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La valeur moyenne du nombre de diviseurs

@ En moyenne, un entier positif n posséde environ log n diviseurs

@ Cela découle du fait qu'il existe une constante 6 > 0 telle que

ZT(H) = xlogx + (27— 1)x+ O (x*)

n<x

@ 1840: Dirichlet démontre que I'on peut choisir § = 1/2
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La valeur moyenne du nombre de diviseurs

@ En moyenne, un entier positif n posséde environ log n diviseurs

@ Cela découle du fait qu'il existe une constante 6 > 0 telle que

ZT(H) = xlogx + (27— 1)x+ O (x*)

n<x

1840: Dirichlet démontre que I'on peut choisir § = 1/2
@ 1916: G.H. Hardy et E. Landau démontrent que 6 > 1/4
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La valeur moyenne du nombre de diviseurs

En moyenne, un entier positif n posséde environ log n diviseurs

Cela découle du fait qu'il existe une constante # > 0 telle que

ZT(H) = xlogx + (27— 1)x+ O (x*)

n<x

1840: Dirichlet démontre que I'on peut choisir § = 1/2

@ 1916: G.H. Hardy et E. Landau démontrent que 6 > 1/4

2003: Martin Huxley montre que 6 < 131/416 ~ 0, 31490
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Les diviseurs de deux nombres consécutifs
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Les diviseurs de deux nombres consécutifs

@ Onar7(14) =7(15) =4 et 7(44) = 7(45) = 6
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Les diviseurs de deux nombres consécutifs

@ Onar7(14) =7(15) =4 et 7(44) = 7(45) = 6

Existe-t-il une infinité d’entiers positifs n tels que 7(n) = 7(n+ 1) ?
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Les diviseurs de deux nombres consécutifs

@ Onar7(14) =7(15) =4 et 7(44) = 7(45) = 6

Existe-t-il une infinité d’entiers positifs n tels que 7(n) = 7(n+ 1) ?
@ 1981: Claudia Spiro démontre que |'équation
7(n) = 7(n 4 5040) posséde une infinité de solutions.
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@ Onar7(14) =7(15) =4 et 7(44) = 7(45) = 6

Existe-t-il une infinité d’entiers positifs n tels que 7(n) = 7(n+ 1) ?

@ 1981: Claudia Spiro démontre que |'équation
7(n) = 7(n 4 5040) posséde une infinité de solutions.

@ 1984: Roger Heath-Brown démontre que |'équation
7(n) = 7(n+ 1) admet une infinité de solutions.
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Les diviseurs de deux nombres consécutifs

@ Onar7(14) =7(15) =4 et 7(44) = 7(45) = 6

Existe-t-il une infinité d’entiers positifs n tels que 7(n) = 7(n+ 1) ?
@ 1981: Claudia Spiro démontre que |'équation
7(n) = 7(n 4 5040) posséde une infinité de solutions.

@ 1984: Roger Heath-Brown démontre que |'équation
7(n) = 7(n+ 1) admet une infinité de solutions.

Existe-t-il une infinité d'entiers positifs n tels que
T(n)=1(n+1)=71(n+2)7
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Les diviseurs de deux nombres consécutifs

@ Onar7(14) =7(15) =4 et 7(44) = 7(45) = 6

Existe-t-il une infinité d’entiers positifs n tels que 7(n) = 7(n+ 1) ?
@ 1981: Claudia Spiro démontre que |'équation
7(n) = 7(n 4 5040) posséde une infinité de solutions.
@ 1984: Roger Heath-Brown démontre que |'équation
7(n) = 7(n+ 1) admet une infinité de solutions.
Existe-t-il une infinité d'entiers positifs n tels que
T(n)=1(n+1)=71(n+2)7
Etant donné un entier k > 3 quelconque, existe-t-il un entier positif n

tel que
(n+1)=7(n+2)=---=71(n+k)?
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Les diviseurs de deux nombres consécutifs
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Les diviseurs de deux nombres consécutifs

Rappel:

T(n)=7(q1* a5 q7) =(a+1)(a2+1)---(ar + 1)
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Les diviseurs de deux nombres consécutifs

Rappel:

T(n)=7(q1* a5 q7) =(a+1)(a2+1)---(ar + 1)

Considérons maintenant la focntion

B(n)=p6(gi" - q3*---q") = ar1a2- - - a,
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Les diviseurs de deux nombres consécutifs

Rappel:

T(n)=7(q1* a5 q7) =(a+1)(a2+1)---(ar + 1)

Considérons maintenant la focntion
B(n)=p6(gi" - q3*---q") = ar1a2- - - a,
@ 2009: De Koninck et Luca:

Etant donné un entier k > 2 quelconque, il existe un entier
positif n tel que

Bn+1)=p(n+2)="---=B(n+k)
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A-t-on souvent o(n) = o(n+1)7




A-t-on souvent o(n) = o(n+1)7

Les plus petites solutions de o(n) = o(n+ 1) sont

14, 206, 957, 1334, 1364, 1634, 2685, 2974, 4364
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A-t-on souvent o(n) = o(n+1)7

Les plus petites solutions de o(n) = o(n+ 1) sont

14, 206, 957, 1334, 1364, 1634, 2685, 2974, 4364

Existe-t-il une infinité d'entiers positifs n tels que o(n) = o(n+1) ?
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A-t-on souvent o(n) = o(n+1)7

Les plus petites solutions de o(n) = o(n+ 1) sont

14, 206, 957, 1334, 1364, 1634, 2685, 2974, 4364

Existe-t-il une infinité d'entiers positifs n tels que o(n) = o(n+1) ?

Probablement, mais on ne sait pas le démontrer.
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A-t-on souvent o(n) = o(n+1)7

Les plus petites solutions de o(n) = o(n+ 1) sont

14, 206, 957, 1334, 1364, 1634, 2685, 2974, 4364

Existe-t-il une infinité d'entiers positifs n tels que o(n) = o(n+1) ?
Probablement, mais on ne sait pas le démontrer.

On ne connait aucun entier n tel que

o(n)=o(n+1)=0c(n+2)
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La distance entre les diviseurs consécutifs
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La distance entre les diviseurs consécutifs

Soit 1 =d; < dr <--- < dyn = n la suite des diviseurs consécutifs
d'un entier n.
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La distance entre les diviseurs consécutifs

Soit 1 =d; < dr <--- < dyn = n la suite des diviseurs consécutifs
d'un entier n.

Pour chaque n > 2, posons
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La distance entre les diviseurs consécutifs

Soit 1 =d; < dr <--- < dyn = n la suite des diviseurs consécutifs
d'un entier n.

Pour chaque n > 2, posons

@ 1986: De Koninck et Ivic démontrent qu'il existe une constante
C > 0 telle que

ZH(n):CerO(logl%X).

n<x
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La distance entre les diviseurs consécutifs

Soit 1 =d; < dr <--- < dyn = n la suite des diviseurs consécutifs
d'un entier n.

Pour chaque n > 2, posons

@ 1986: De Koninck et Ivic démontrent qu'il existe une constante
C > 0 telle que

ZH(n)ZCHO(ﬁ).

1/3
n<x X

Cela signifie qu'en général les diviseurs d'un entier sont loins les uns
des autres.
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La distance entre les diviseurs consécutifs
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La distance entre les diviseurs consécutifs

@ 1948: Paul Erdés conjecture que presque tous les entiers n
possédent deux diviseurs d; et ds tels que d; < db < 2d;.
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La distance entre les diviseurs consécutifs

@ 1948: Paul Erdés conjecture que presque tous les entiers n
possédent deux diviseurs d; et ds tels que d; < db < 2d;.
Autrement dit, la plupart des nombres ont deux diviseurs
proches.
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La distance entre les diviseurs consécutifs

@ 1948: Paul Erdés conjecture que presque tous les entiers n
possédent deux diviseurs d; et ds tels que d; < db < 2d;.
Autrement dit, la plupart des nombres ont deux diviseurs
proches.

Exemple: n=15: d; = 3 et d, = 5 sont tels que
3<5<2-3=6.
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La distance entre les diviseurs consécutifs

@ 1948: Paul Erdés conjecture que presque tous les entiers n
possédent deux diviseurs d; et ds tels que d; < db < 2d;.
Autrement dit, la plupart des nombres ont deux diviseurs
proches.

Exemple: n=15: d; = 3 et d, = 5 sont tels que
3<5<2-3=6.
Exemple: n =119 = 7- 17 n'a pas deux “diviseurs proches”
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La distance entre les diviseurs consécutifs

@ 1948: Paul Erdés conjecture que presque tous les entiers n
possédent deux diviseurs d; et ds tels que d; < db < 2d;.
Autrement dit, la plupart des nombres ont deux diviseurs
proches.

Exemple: n=15: d; = 3 et d, = 5 sont tels que
3<5<2-3=6.
Exemple: n =119 = 7- 17 n'a pas deux “diviseurs proches”

@ 1984: Maier et Tenenbaum démontrent cette conjecture.
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La distance entre les diviseurs consécutifs

@ 1948: Paul Erdés conjecture que presque tous les entiers n
possédent deux diviseurs d; et ds tels que d; < db < 2d;.
Autrement dit, la plupart des nombres ont deux diviseurs
proches.

Exemple: n=15: d; = 3 et d, = 5 sont tels que
3<5<2-3=6.
Exemple: n =119 = 7- 17 n'a pas deux “diviseurs proches”

@ 1984: Maier et Tenenbaum démontrent cette conjecture.
lls démontrent davantage: “presque tous les entiers n possédent
deux diviseurs d; et d, tels que

d < dp < (l+¢€)d;

quel que soit le nombre ¢ > 0 donné a I'avance”.
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La distance entre les diviseurs consécutifs

@ 1948: Paul Erdés conjecture que presque tous les entiers n
possédent deux diviseurs d; et ds tels que d; < db < 2d;.
Autrement dit, la plupart des nombres ont deux diviseurs
proches.

Exemple: n=15: d; = 3 et d, = 5 sont tels que
3<5<2-3=6.
Exemple: n =119 = 7- 17 n'a pas deux “diviseurs proches”

@ 1984: Maier et Tenenbaum démontrent cette conjecture.
lls démontrent davantage: “presque tous les entiers n possédent
deux diviseurs d; et d, tels que

d < dr <(l+¢)dy
quel que soit le nombre ¢ > 0 donné a I'avance”.

Autrement dit, la plupart des nombres ont deux “diviseurs trés
proches”.
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Un lien entre le monde réel et le
monde complexe




L'hypothése de Riemann

((s) = pe

Hypothése de Riemann:

C(o+it)=0
avec 0 < o
— 0 =

<1

RAN
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Un lien entre le monde réel et le monde complexe
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Un lien entre le monde réel et le monde complexe

@ 1983: Jean-Louis Nicolas et Guy Robin:
lim sup o(n)

nsoo €7nloglogn

N
, 1
fy_NILn;O<E ;—IogN>—0,57721...

n=1

Y

ol
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Un lien entre le monde réel et le monde complexe

@ 1983: Jean-Louis Nicolas et Guy Robin:
lim sup o(n)

nsoo €7nloglogn

N
, 1
fy_NIinoo(E ;—IogN>—0,57721...

n=1

Y

ol

Observons que

a(n)

——— =1,00556... pour n = 5040.
e'nloglogn
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Un lien entre le monde réel et le monde complexe

@ 1983: Jean-Louis Nicolas et Guy Robin:
lim sup o(n)

nsoo €7nloglogn

N
, 1
fy_NIinoo(E ;—IogN>—0,57721...

n=1

Y

ol

Observons que

a(n)

——— =1,00556... pour n = 5040.
e'nloglogn

@ 1985: Guy Robin démontre que I'hypothése de Riemann est
équivalente a I'énonceé

o(n) < e'nloglogn pour tous les entiers -n >-5041.
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Améliorer un vieux résultat de
Ramanujan 7




Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

a1 a2

Rappelons que si n = g;*q5* - - - q2 (avec g1 < g2 < - -+ < gq,), alors

7(n) = (a1 +1)(ax+1)---(a, + 1).
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

ap a2

Rappelons que si n = g;*q5* - - - q2 (avec g1 < g2 < - -+ < gq,), alors
7(n) = (a1 +1)(ax+1)---(a, + 1).

Peut-on fournir des bornes inférieure et supérieure pour 7(n) ?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

a1 a2

Rappelons que si n = g;*q5* - - - q2 (avec g1 < g2 < - -+ < gq,), alors
7(n) = (a1 +1)(ax+1)---(a, + 1).

Peut-on fournir des bornes inférieure et supérieure pour 7(n) ?
Comme a; > 1 pour chaque /, on a

7(n) > 2",

T(n) > 2“’(”),

ol w(n) représente le nombre de facteurs premiers distincts de n.
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Une borne supérieure ?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Une borne supérieure ?

ap a2

Etant donné n = ¢*q32 - - - g7, soit Q(n) = a; +a + -+ + a,.
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Une borne supérieure ?

ap a2

Etant donné n = g2 --- g%, soit Qn) = a; + ar + - + a,.
Ainsi w(12) = 2 et (12) = 3.
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Une borne supérieure ?

ap a2

Etant donné n = g2 --- g%, soit Qn) = a; + ar + - + a,.
Ainsi w(12) = 2 et (12) = 3.

Rappelons I'inégalité arithmético-géométrique:
Soit x1, %o, ..., X, des nombres réels positifs. Alors,
X]_+X2+"'+Xr

(xixo - x )" < - :

avec égalité si et seulement si x; = xp = -+ = Xy.
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Comme 7(n) = (a1 +1)(a2+1)---(a, + 1), on a

(1+1)+(a2+1)+ -+ (a +1)
r
r+(a+a+---+a)

w(n) +Q(n)
w(n)
Q(n)
w(n)

T(n)l/r

IN

= 1+
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Comme 7(n) = (a1 +1)(a2+1)---(a, + 1), on a
(a1 +1)+(a2+1)+-+(a +1)

R -
_ r+(atat---+a)
_w(n) +9(n)
w(n)
_ Q(n)
R0
de sorte que
* “(n) < 7(n () o
) 20 < ()S(ler(n))
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

1N )
(%) 2¢(n) < 7(n) < (1 + 225)

En particulier, si n est libre de carrés, (*) se réduit a
240" < 7(n) < 2¢( auquel cas 7(n) = 2"
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

(%) 290" < r(n) < (1 + Q(”)>w(n)

w(n)

En particulier, si n est libre de carrés, (*) se réduit a
240" < 7(n) < 2¢( auquel cas 7(n) = 2"

Comment se comporte

Q(n)
w(n)

lorsque n est non libre de carrés?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

1N )
(%) 2¢(n) < 7(n) < (1 + 225)

En particulier, si n est libre de carrés, (*) se réduit a
240" < 7(n) < 2¢( auquel cas 7(n) = 2"

Q(n)
w(n)

@ 1974: De Koninck démontre qu'il existe une constante ¢ > 0
telle que

Comment se comporte lorsque n est non libre de carrés?

— Z (n) —C+O(1) (x — 00).
X, e W (n) Iog log x
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

@ 1974: De Koninck démontre qu'il existe une constante ¢ > 0
telle que

— Z (n) Lo(l) (x — 00).

(n) | log x
2<n<x Og Og
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

@ 1974: De Koninck démontre qu'il existe une constante ¢ > 0
telle que

— Z (n) Lo(l) (x — 00).

(n) | log x
2<n<x Og Og

Cela veut dire en particulier que, pour chaque £ > 0 fixe,

)
—

S
~—

1<

<l+4c¢ presque partout.
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Cela veut dire en particulier que, pour chaque £ > 0 fixé,

<l+4¢ presque partout.
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Cela veut dire en particulier que, pour chaque £ > 0 fixé,

<l+4¢ presque partout.

Ainsi, comme
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Cela veut dire en particulier que, pour chaque £ > 0 fixé,

1<

<l+e¢ presque partout.

Ainsi, comme

w(n)
2w(n) S 7-(n) S (1 + Q(”)) 7

on peut conclure que

2400 < 7(n) < (2+ e)“’(") presque partout.
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Posons ~y(n H P, B(n) = H

log p
pln
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Posons ~y(n H P, B(n) = H

| log p
pln
1915: RamanUJan demontre

og(nv(n))\“™
r(n)s(%) Bn)  (n>2).
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Posons ~y(n H P, B(n) = H

| log p
pln
1915: RamanUJan demontre

og(nv(n))\“™
r(n)s(%) Bn)  (n>2).

On a égalité si n = p?, puisque 7(n) = 7(p?) = a+ 1 alors que

() - () o
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Posons ~y(n H P, B(n) = H

| log p
pln
1915: RamanUJan demontre

og(nv(n))\“™
r(n)s(%) Bn)  (n>2).

On a égalité si n = p?, puisque 7(n) = 7(p?) = a+ 1 alors que

() - () o

Dans le pire cas, soit lorsque n est libre de carrés, |'inégalité de
Ramanujan se réduit a

r(n) < (%)W(n)ﬁ(n) (n>2)
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

@ 1915: Ramanujan démontre

og(nv(n))\“™"
T(n)g(M> B(n)  (n>2).

w(n
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

@ 1915: Ramanujan démontre

og(nv(n))\“™"
T(n)g(M> B(n)  (n>2).

w(n
@ 2019, De Koninck et Letendre:

log n w(n)
7(n) < <1 + W) pour tout n avec w(n) > 74.
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Un exemple numérique:
Soit n=2-3-5-7---367 - 373, de sorte que 7(n) = 2™
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Améliorer un vieux résultat de Ramanujan?

Un exemple numérique:

Soitn=2-3-5-7---367 - 373, de sorte que 7(n) = 2™

valeur exacte de 7(n) =

18889 465931478580 854 784

borne sup de Letendre-DK =

476419831114 044 492742656

borne sup de Ramanujan =

929425691104 681 717 137408
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Les diviseurs milieux d'un entier

Jean-Marie De Koninck Les diviseurs d'un entier et leurs mystéres 38



Les diviseurs milieux d'un entier

De toutes les paires de co-diviseurs d'un entier n, il en est une qui se
distingue de toutes les autres.
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Les diviseurs milieux d'un entier

De toutes les paires de co-diviseurs d'un entier n, il en est une qui se
distingue de toutes les autres.
Il s'agit de la paire de co-diviseurs {p1(n), p2(n)} définie par

p1(n) = max{d | n:d <+/n} et pa(n) =min{d | n:d > +/n}.
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Les diviseurs milieux d'un entier

De toutes les paires de co-diviseurs d'un entier n, il en est une qui se
distingue de toutes les autres.
Il s'agit de la paire de co-diviseurs {p1(n), p2(n)} définie par

p1(n) = max{d | n:d <+/n} et pa(n) =min{d | n:d > +/n}.

On appelle ces deux diviseurs les diviseurs milieux de n.
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Les diviseurs milieux d'un entier

De toutes les paires de co-diviseurs d'un entier n, il en est une qui se
distingue de toutes les autres.
Il s'agit de la paire de co-diviseurs {p1(n), p2(n)} définie par

p1(n) = max{d | n:d <+/n} et pa(n) =min{d | n:d > +/n}.

On appelle ces deux diviseurs les diviseurs milieux de n.
Par exemple, p1(6) = 2 et po(6) = 3, alors que p1(36) = p2(36) = 6.
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Les diviseurs milieux d'un entier

De toutes les paires de co-diviseurs d'un entier n, il en est une qui se
distingue de toutes les autres.

Il s'agit de la paire de co-diviseurs {p1(n), p2(n)} définie par
p1(n) = max{d | n:d <+/n} et pa(n) =min{d | n:d > +/n}.
On appelle ces deux diviseurs les diviseurs milieux de n.

Par exemple, p1(6) = 2 et po(6) = 3, alors que p1(36) = p2(36) = 6.
De toute évidence, p1(n)p2(n) = n pour tout n > 1.
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Les diviseurs milieux d'un entier

De toutes les paires de co-diviseurs d'un entier n, il en est une qui se
distingue de toutes les autres.
Il s'agit de la paire de co-diviseurs {p1(n), p2(n)} définie par

p1(n) = max{d | n:d <+/n} et pa(n) =min{d | n:d > +/n}.

On appelle ces deux diviseurs les diviseurs milieux de n.
Par exemple, p1(6) = 2 et po(6) = 3, alors que p1(36) = p2(36) = 6.
De toute évidence, p1(n)p2(n) = n pour tout n > 1.
De plus, p1(n) = pa(n) si et seulement si n est un carré parfait.
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Les diviseurs milieux d'un entier
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Les diviseurs milieux d'un entier

pi(n)=max{d |n:d <+/n} et  pan)=min{d|n:d>/n}.
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Les diviseurs milieux d'un entier

pi(n)=max{d |n:d <+/n} et  pan)=min{d|n:d>/n}.

En géométrie, on a le probléme d'optimisation suivant:
“Etant donné un rectangle de surface n, comment doit-on choisir les

longueurs (entiéres) des cotés de ce rectangle pour que son périmétre
soit minimal ?"
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Les diviseurs milieux d'un entier

pi(n)=max{d |n:d <+/n} et  pan)=min{d|n:d>/n}.

En géométrie, on a le probléme d'optimisation suivant:

“Etant donné un rectangle de surface n, comment doit-on choisir les
longueurs (entiéres) des cotés de ce rectangle pour que son périmétre
soit minimal 7"

La réponse est qu'il faut choisir le rectangle de dimensions p;(n) par
p2(n). En particulier, si la surface du rectangle est 18, les dimensions
pour un périmétre minimal sont 3 par 6, parce que p;(18) = 3 et
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Les diviseurs milieux d'un entier
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 1975: Francois Dress offre 50 francs francais pour une preuve ou
un contre-exemple de |'estimé
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 1975: Francois Dress offre 50 francs francais pour une preuve ou
un contre-exemple de |'estimé

. 1
Jim 572 2 pi(n) =0.

n<x

@ Tenenbaum prouve cet estimé, voire davantage, en démontrant
que
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 1975: Francois Dress offre 50 francs francais pour une preuve ou
un contre-exemple de |'estimé

. 1
Jim 572 2 pi(n) =0.

n<x

@ Tenenbaum prouve cet estimé, voire davantage, en démontrant

que
VX —Zpl VX

Iogx Iog log x

@ Peut-on faire mieux?
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 1975: Francois Dress offre 50 francs francais pour une preuve ou
un contre-exemple de |'estimé

@ Tenenbaum prouve cet estimé, voire davantage, en démontrant

que
VX —Zpl VX

Iogx Iog log x

@ Peut-on faire mieux?
@ 1975: Paul Erd6s conjecture que
VX
(*) ” Z: p1( W (x = 00),
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Les diviseurs milieux d'un entier
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 1975: Paul Erdés conjecture que

I e = RS

n<x

ol d=1—(1+loglog2)/log2=0,08607....
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 1975: Paul Erdés conjecture que

I e = RS

n<x

ol d=1—(1+loglog2)/log2=0,08607....
@ 1976: Tenenbaum démontre (x)
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 1975: Paul Erdés conjecture que

I e = RS

n<x

ol d=1—(1+loglog2)/log2=0,08607....
@ 1976: Tenenbaum démontre (x)
@ 1976: Tenenbaum démontre que
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Les diviseurs milieux d'un entier
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Les diviseurs milieux d'un entier

1976: Tenenbaum:
Pour tout e > 0, il existe xo = xo(&) tel que pour tout x > xq,

312
p1(n )
Iogx (log x)o+= ; Iog x)%(log log x)1/2
o 1 + loglog 2
51— - 9BOBZ 0 086071.

log 2
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Les diviseurs milieux d'un entier
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 1976: Tenenbaum
3/2

X
Iogx (log x)%+= Zpl Iogx) (log log x)t/2’

n<x
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 1976: Tenenbaum

3/2

X
pi(n ’
Iogx (log x)%+= HZ; Iogx) (log log x)1/2
@ 2008: Kevin Ford démontre que
32
Zpl(n (log x)%(log log x)3/2"
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Les diviseurs milieux d'un entier
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 2019: De Koninck et Razafindrasoanaivolala:
Etant donnés un entier k > 1 et n'importe quel nombre réel

r>—1,
n X2 X2 X2 X2
P2( )r = e +e—5—+ - Fe1— +0 ( p )
“— p1(n) logx “log” x log™ x log"™" x
2
ol eozw et pour chaque 1 < /¢ < k —1,
-1 -1
r —|— 2 rc,, m + 1
v=0 m=v
avec, pour chaque v =0,1,...,7,

G =

Z r42)(— J<0>(r+2)
(r+2u+1
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Les diviseurs milieux d'un entier
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 2019: De Koninck et Razafindrasoanaivolala:

Etant donnés un entier k > 1 et n'importe quel nombre réel
r>—1,

2 2 2 2
n X X X X
e )r =eg—+e——5—+ +e_1——+0 (—m )
p1(n) logx “log” x log™ x log™™" x

n<x
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Les diviseurs milieux d'un entier

@ 2019: De Koninck et Razafindrasoanaivolala:
Etant donnés un entier k > 1 et n'importe quel nombre réel

r>—1,
2 2 2 2
p2(n X X X X
( )r = € +é1 5 + ekt P +O (k—+1
p p1(n) logx “log” x log™ x log"™" x

Comme conséquence, en posant

>(n r+2) x?
T =3 51((n))r S )Iogx (x — o),

n<x
Toutes les sommes T,(x) sont du méme ordre de grandeur,
indépendamment du nombre choisi r > —1.
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Les diviseurs milieux d'un entier

Comme conséquence, en posant

5(n r+2) x°
T =3 2 LA o)

n<x

Toutes les sommes T,(x) sont du méme ordre de grandeur,
indépendamment du nombre choisi r > —1.
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Les diviseurs milieux d'un entier

Comme conséquence, en posant

sz C(r+2) x?

2 log x

(x = 00),

n<x

Toutes les sommes T,(x) sont du méme ordre de grandeur,
indépendamment du nombre choisi r > —1.

Par exemple, bien que contre-intuitif, on a

Zﬂz(”) pr(n) =

n<x n<x
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Les diviseurs milieux d'un entier
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Les diviseurs milieux d'un entier

Soit

G = {neN:pgcd(pi(n), p2(n)) > 1}
G(x) = #{n<x:ne G}
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Les diviseurs milieux d'un entier

Soit

G = {neN:pgcd(pi(n), p2(n)) > 1}
G(x) = #{n<x:ne G}

@ 1976: Tenenbaum démontre que G est de densité nulle. i.e. que
G
lim ﬁ

x—00 X

=0
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Les diviseurs milieux d'un entier

Soit

G = {neN:pgcd(pi(n), p2(n)) > 1}
G(x) = #{n<x:ne G}

@ 1976: Tenenbaum démontre que G est de densité nulle. i.e. que
G
lim ﬁ

x—00 X

=0

@ 2020: De Koninck et Razafindrasoanaivolala: Il existe des
constantes ¢; et ¢, telles que
X

(x) <

|og log® x - (log log x)3/2
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De quoi réfléchir. . .

Merci !

www. jeanmariedekoninck.mat.ulaval.ca
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