
François Lavallou  - KaféMath  - 02/07/2020

L’art de calculer en notant moins de 100 leçons

Tautologies productives

Théorème de Holditch

Mai 1985



François Lavallou  - KaféMath  - 02/07/2020

σ
1

cb

σ.b2 σ.c2

Pythagore

Des figures semblables

ont des surfaces proportionnelles

au carré d’une de leurs dimensions caractéristiques
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σ.a2 = σ.b2 + σ.c2

a2 = b2 + c2

Le matheux Pythagore est mort

cb

σ.b2 σ.c2

a

Un triangle rectangle est constitué de deux triangles

rectangles semblables => Théorème de Pythagore
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Pythagore

Sc

Sb

Sa

a

b

c Sa = Sb + Sc
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Pythagore Enquète sur les lunules
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Pythagore Hippocrate de Chios (milieu Vème s. av. JC)
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Livre des lemmes Proposition XI 

2 2 2 2 24EA EB EC ED R+ + + =

Pythagore

Si dans un cercle deux cordes AB et CD 

se coupent à angle droit en un point E 

différent du centre, la somme des carrés 

sur AE, BE, EC et ED est équivalente 

au carré sur le diamètre. 
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Archimède (-287, -212)
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Pythagore Livre des lemmes: proposition XI
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Angles inscrits:

(ADC) = (AFC)

∆ADE et ∆AFC rectangles

=> (DAB) = (FAC)

=> CF = DB
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Pythagore

2 2 2 2 24EA EB EC ED R+ + + =

Livre des lemmes: proposition XI

2 2 2 2CF DB ED EB= = +

CF DB=

2 2 2AC EA EC= +

2 2 2 2AF 4R = AC CF= +
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2 2 2 2 2EA EB EC ED R
4

π π ⋅ + + + =
 

Pythagore

F. Sammarcelli = FS
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Pythagore Livre des lemmes: proposition XI

2 2 2 2 22EA 2EB 2EC 2ED 8R+ + + =

A

B

CD E

2 2 2 2 2AD DB BC CA R
8

π π ⋅ + + + =
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Généralisation Hippocrate de Chios

2 2 2 2 2AD DB BC CA 8R+ + + =

2 2 2 2 2 2 2 2 2(EA ED ) (ED EB ) (EB EC ) (EC ED ) 8R+ + + + + + + =

La surface des lunules est égale

à celle du quadrilatère ADBC:

FS
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R

Rc Rs

R

z

z

Pythagore Archimède (-287, -212)

z∀
2 2 2 2 2R R R Rs s cz= + = +V V Vcyl s cône= +

V
o
lu

m
es

3 surfaces de révolution:

• Sphère

• Cylindre

• Cône

3V R 3Vcyl côneπ= =

Rcz =

34
V 2 R

3sphère sV π= =
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De la sphère et du cylindre

2 34
R 2R R

3
π π ⋅ = ⋅ 

 

3

2

Volume :

Surface :

V Vcyl sphère= ⋅3

2

S Scyl sphère= ⋅3

2

( )2 2 2R R 2 R 2R 4 Rπ π π π+ + ⋅ = ⋅3

2

«Il est clair que tout cylindre, ayant comme base le grand 

cercle de la sphère, vaut une fois et demie cette sphère»

Archimède
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Pythagore Rond de serviette
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2 2 2 2 2 2 2 2R u z r r v zρ= + = + = + +
2 2 2u r v= +

2 2 2u r vπ π π− = Vrond = VS – Vcyl = Vs

Pythagore

V
o
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m
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Gα

Gβ

Gα+βO

Additivité

( )sin( ) ( )sin( )f fα α β β β α⋅ = ⋅

( ) ( )
(0) R

sin( ) sin( )

f f
f

α α β β
α β

⋅ ⋅= = =

sin( )
( ) Rf

αα
α

= ⋅

Centre de gravité d’un arc de cercle

Le centre de gravité de l’ensemble des 2 arcs 

de cercle est le barycentre des centres de 

gravité Gα et Gβ affectés des poids α et β.
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( ) 2 ( )sin( ) 2S f Rα π α θ α= ⋅ ⋅

[ ]
2( ) 4 R sin( )sin( )

2 R R cos( ) R cos( )

S α π θ α
π θ α θ α

=
= − − +

( ) 2 R HS α π= ⋅ H
f(α).sin(θ)

A
d

d
it

iv
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é
GULDIN, l’après PAPPUS
(1577-1643)             (IVème ap. JC) 

Théorème de GULDIN(-PAPPUS):
La surface engendrée par la rotation d’un 

arc de courbe autour d’un axe est égale 

au produit de la circonférence décrite par 

son centre de gravité par la longueur du 

segment. 
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Totos logis
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Antonio Griffo Focas Flavio Angelo Ducas Comneno 
Porfirogenito Gagliardi De Curtis di Bisanzio *

Toto logis

* Antonio de Curtis (1898-1967), dit Toto, acteur italien. 

Maison natale de Toto, Naples
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Théorème de Holditch0 0 0+ =

Tautologies La tête à tauto
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( ) ( ) ( ) 0c b a c b a− + − + − =

BC CA AB BB 0+ + = =
���� ���� ���� ���� �

Tautologies

Chasles

Tautologie: proposition toujours vraie, donc apparemment stérile.
Et pourtant….
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0 ( , , ) ( ) ( ) ( ) 0P a b c c b a c b a= − + − + − =

BC CA AB BB 0+ + = =
���� ���� ���� ���� �

P ( , , ) ( ) ( ) ( )n n n
n a b c a c b b a c c b a= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −

P ( , , ) P ( , , )n nb a c a b c= − P ( , , ) P ( , , ) 0n na a c a a c= − =

P ( , , ) ( )( )( )R ( , , )n na b c a b b c c a a b c= − − −

1 a b cσ = + + 2 ab bc caσ = + + 3 abcσ =

Tautologies

Généralisation (FS):

Propriétés:

R ( , , )n a b c Polynôme de degré n - 2 invariant par transposition

1 2 3R ( , , ) ( , , )n a b c f σ σ σ=

Polynômes symétriques des racines: 

Chasles
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P ( , , ) ( )( )( )R ( , , )n na b c a b b c c a a b c= − − −

R P 3 2n nd d n= − = −� �

0 1R 0 R≡ ≡

2R 1= − 3 1R σ= − 2
4 1 2R σ σ= − + 3

5 1 1 2 3R 2σ σ σ σ= − + −

Tautologies

0 1P ( , , ) P ( , , ) 0x a b c a b c⋅ − =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0x a c b x b a c x c b a− ⋅ − + − ⋅ − + − ⋅ − =

( , , , )a b c x ( )A, B,C, H

HA BC HB CA HC AB 0⋅ + ⋅ + ⋅ =
���� ���� ���� ���� ���� ����

Applications:

1ère relation de Stewart (1746)

P ( , , ) ( ) ( ) ( )n n n
n a b c a c b b a c c b a= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −

(x.0 – 0 = 0)
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P ( , , ) ( )( )( )R ( , , )n na b c a b b c c a a b c= − − −

R P 3 2n nd d n= − = −� �

0 1R 0 R≡ ≡

2R 1= − 3 1R σ= − 2
4 1 2R σ σ= − + 3

5 1 1 2 3R 2σ σ σ σ= − + −

Tautologies

0 1P ( , , ) P ( , , ) 0x a b c a b c⋅ − =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0x a c b x b a c x c b a− ⋅ − + − ⋅ − + − ⋅ − =

( , , , )a b c x ( )A, B,C, H

HA BC HB CA HC AB 0⋅ + ⋅ + ⋅ =
���� ���� ���� ���� ���� ����

HA BC HB CA 0⋅ = ⋅ =
���� ���� ���� ����

HC AB 0⋅ =
���� ����

Applications:

=>  hauteurs concourantes

1ère relation de Stewart (1746)

P ( , , ) ( ) ( ) ( )n n n
n a b c a c b b a c c b a= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −

(x.0 – 0 = 0)
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Tautologies

Applications: 2P ( , , ) ( ) ( ) ( )a b c c b a c b a= − − ⋅ − ⋅ −

2
0 1 2P ( , , ) 2 P ( , , ) P ( , , )x a b c x a b c a b c⋅ − ⋅ +

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x a c b x b a c x c b a c b a c b a− ⋅ − + − ⋅ − + − ⋅ − = − − ⋅ − ⋅ −

2R 1= −

2nde relation de Stewart (1717-1785)

2 2 2OA BC OB CA OC AB AB BC CA 0⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =

( , , , )a b c x ( )A, B,C,O

Relation utilisée par Estève (1922) pour son «théorème d’Holditch»

A B CBC CA AB AB BC CA 0S S S kα π⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =

α = nombre de tours, k = « sens » des tours

2
2( 0 2 0 P )x x⋅ − ⋅ +
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Holditch Théorème de Holditch (1800 - 1867)

c c
c’

c’

SQ = SP = SA – π.c.c’



François Lavallou  - KaféMath  - 02/07/2020

Théorème de Holditch

C A AC BCS S kπ= + ⋅

A

Holditch

C

B

k = 1

Lorsque la corde AB se « promène » sur 
une courbe fermée (ici une ellipse) de 
surface SA, un point C de la corde AB 
décrit une courbe fermée de surface SC:

Ici, k=1 (A et C circulent dans le même sens 
(sinon k=-1)) et donc l’écart de surface entre 
l’ellipse parcourue par A et la courbe rouge 
décrite par C est égale à la surface de 
l’ellipse de demi-axes AC et CB, donc:

π.AC.CB

A
C

B
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� � �A B C
10 0

BC CA AB AB BC CA 0S S S kα π
−

⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =

Estève Généralisation d’Estève

A

B

C BC CAS π= ⋅

C

A

B

C AB C

A et B ayant des trajectoires rectilignes, SA = SB = 0
La corde AB tourne dans le sens contraire de C => k = -1
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Cardioïde =  Epicycloïde

Epicycloïde:

Cercle de rayon r qui roule sans 
glisser sur un cercle de rayon R

r

R

Ici r = R
=> Cardioïde
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=  ConchoïdeCardioïde

60° 270° 420°

540° 660° 720°

A

CB A

C

B

A

C

B

A

B

C

A

C

B

A CB

A

C

B

Le point A effectue deux tours quand B et C n’en font qu’un        α = 2.
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O

A

B

C

C0C1

B1B0

2R

2R

R

O

A

B

C

C0C1

B1B0

2R

2R

O

A

B

C

C0C1

B1B0

2R

2R

R

A B CBC CA AB AB BC CA 0S S S kα π⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =Estève

2α =1k = B CS S S= = 2
A RS π=

26 RS π=

=  ConchoïdeCardioïde

Surface de la cardioïde
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Epicycloïdes, Hypocycloïdes

Un point de la circonférence d’un cercle 
de rayon R (roulette) qui roule sans glisser 
sur un cercle de rayon nR décrit une:
• Épicycloïde (roulette extérieure)
• Hypocycloïde (roulette intérieure)
n arches d’épi-hypo-cycloïdes constituent
n « saucisses ».

Par un calcul similaire à celui de la 
cardioïde, on trouve que la surface d’une 
« saucisse » est indépendante de n :

26 Re hS π+ =

R
3πR2

: Cardioïde

: Cycloïde
1n =

n = ∞
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A

A0

A1

C1

C

C0

D1
D0 σ

S

α

C A AC BCS S kπ= + ⋅
2 2

C A AAC LS S Sπ π= + = +

L

AS σ=

2
C

1
(2 )

2
S S Lσ π α= + + −

21
L

2
S α=

Principe d’Estève

A = B, k = 1 corde AC tangente 
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A

B

Tractrice (cas particulier de courbe du chien)

2AB
4

S
π=

21
L

2
S α=

2

πα =

Problème posé par l’architecte Claude Perrault, frère du conteur Charles, à Leibniz:
Courbe décrite par une montre à gousset quand le bout de la chaîne décrit une droite? 

L

La chaîne a pour longueur L et est tangente à la trajectoire.
Comme vu précédemment, pour une rotation d’angle α, la surface

balayée est : Ici : 

Surface du cercle 
de diamètre AB
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Epitrochoïdes (épicycloïdes)
Hypotrochoïdes
Trochoïdes
Conchoïdes
Cycloïdes
…

23 RS π=

De 1858,

Théorème de Holditch

1922,

jusqu’à nos jours (2018)…


