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Pythagore

Des figures semblables
ont des surfaces proportionnelles
au carré d’une de leurs dimensions caractéristiques

0.b? 0.C?

Francois Lavallou - KaféMath - 02/07/2020



Le matheux Pythagore est mort

Un triangle rectangle est constitué de deux triangles
rectangles semblables => Théoreme de Pythagore

a

0.a% = 0.b? + 0.¢2
az=b?+ 2
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Pythagore

S, =S,+8S.
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Pythagore Enquete sur les lunules
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Enquete sur les lunules

Pythagore

Hippocrate de Chios (milieu Véme s. av. JC)

S=5 +8,
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Enquete sur les lunules

Pythagore

N

Archimede (-287, -212)

Livre des lemmes Proposition X1

Q Si dans un cercle deux cordes AB et CD
yc Se coupent a angle droit en un point E

(7.

différent du centre, la somme des carrés
sur AE, BE, EC et ED est équivalente
au carré sur le diameétre.

EA” + EB> + EC? + ED? = 4R?
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Enqueéte sur les lunules

Pythagore Livre des lemmes: proposition Xl

Angles inscrits:
(ADC) = (AFC)

A\
D4
AADE et AAFC rectangles E|
—> (DAB) = (FAC)
=> CF = DB
\/
B F
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Pythagore Livre des lemmes: proposition Xl

CF=DB A

1S
CF?> =DB? = ED? + EB> /

D wi
AC? =EA” +EC?

AF? = 4R%= AC? +CF? 1

Enquete sur les lunules

-~
—
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Enquete sur les lunules

Pythagore

F
%T[EEAZ +EB? +EC? +ED2} = 7R>

FE. Sammarcelli = FS
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Pythagore Livre des lemmes: proposition Xl
Géneralisation Hippocrate de Chios

2EA” +2EB? + 2EC? +2ED” = 8R*?
(EA* + ED?) + (ED? + EB%) + (EB? + EC?) + (EC* + ED?) = 8R"*
A

AD” +DB* +BC” +CA* =8R*
La surface des lunules est égale
a celle du quadrilatere ADBC:

—[EAD +DB +BC2+CA2

Enquete sur les lunules

S
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Yolumes

Pythagore

Archimede (-287, -212)

3 surfaces de révolution:
« Spheéere
« Cylindre
« Cbne

Vor =V + Ve < R2=R2+72=R2+R?
— 3
chl =7TIR™ = 3Vcéne
! RV
_ _ 3
Vsphére - 2Vs - EHR R
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Archimeéde De la sphere et du cylindre

3
Volume: V_, =5 Vophore
7IR? @R :EEEi nR?’j
213

Surface: s =33
cyl >

sphere

R% + 7R? +27R 2R :%[szRz)

«|l est clair que tout cylindre, ayant comme base le grand
cercle de la sphere, vaut une fois et demie cette sphere»
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Volumes

Pythagore
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Rond de serviette



Yolumes

Pythagore

R2:u2+22:r2+p2:r2+v2+22

u

e’ - =
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— 2 2
=r +vy

Via=Vs=V =V,

rond —
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Additivité Centre de gravité d’'un arc de cercle

Le centre de gravité de 'ensemble des 2 arcs
de cercle est le barycentre des centres de
gravité G, et G, affectés des poids o et f3.

a Ly (a)sin(5) = FLf (B)sin(a)

Oz |
a.@”(a) _ ﬁ.@”(ﬁ) - £(0)=R R T
sin(Q) sin(3) P
Fa)=R Eqm(a’)
a
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, GULDIN, I'apres PAPPUS
S(a)=2rlf(a) sin(8) 2 Ra (1577-1643) (IvVeme ap. JC)

S(a) =47R” sin(0) sin(a)
=27R [R cos(@—a)—Rcos(8+ a)]

AP I
S [S(@)=2mRMH|  H| |
< i
Théoreme de GULDIN(-PAPPUS): 'E‘“ """"""""" ey

La surface engendree par la rotation d’'un
arc de courbe autour d’un axe est egale
au produit de la circonféerence decrite par
son centre de gravite par la longueur du

segment. i
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Totos logis
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Toto logis

Antonio Griffo Focas Flavio Anhgelo Ducas Comneno
Porfirogenito Gagliardi De Curtis di Bisanzio *

Maison natale de Toto, Naples

* Antonio de Curtis (1898-1967), dit Toto, acteur italien.
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Tautologies La téte a tauto

O -+ O — O ——>  Théoreéme de Holditch
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Tautologies

(c=b)+(a—c)+(b—-a)=0 A

.

Tautologie: proposition toujours vraie, donc apparemment stérile.
Et pourtant....

Chasles BC+CA+AB=BB =0
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Tautologies

Ry(a,b,c)=(c=b)+(a—c)+(b—a)=0 A

.

Généralisation (FS): P, (a,b,c)=a" lc—b)+b" Wa-c)+c" [b—-a)

Chasles BC+CA+AB=BB =0

Propriétés: P (b,a,c) =-P,(a,b,c) =——> P, (a,a,c)=-P,(a,a,c)=0
—> P,(a,b,c) =(a—b)(b—-c)c—-a)R,(a,b,c)

—> R, (a,b,¢) Polynéme de degré n - 2 invariant par transposition

Polynomes symétriques des racines: o,=a+b+c 0, =ab+bc+ca 0y =abc
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Tautologies  P,(a.b,c)=a"lc—-b)+b" La—-c)+c" Wb-a)
P (a,b,c)=(a—b)(b—-c)c—a)R, (a,b,c)

'R, =d°P,-3=n-2 => R;=0=R,

Applications: x[P,(a,b,c)-P,(a,b,c) =0 (x.0-0=0)

(x—a)llc—-b)+(x—-b)lla—-c)+(x—c)l(b—a)=0
(a,b,c,Xx) (A,B,C,H)

HA BC +HB[CA +HC[AB =0
1¢re relation de Stewart (1746)
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Tautologies  P,(a,b,c)=a"Uc—-b)+b" Ua-c)+c" Wb -a)
P (a,b,c) =(a—b)(b—-c)c—a)R, (a,b,c)

&R, =d°P,-3=n-2 => R;=0=R,

Applications: x[@P,(a,b,c)-P,(a,b,c) =0 x.0-0=0)

(x—a)llc—-b)+(x—-b)lla—-c)+(x—c)l(b—a)=0
(a,b,c,Xx) (A,B,C,H)

HA (BC+HBI[CA +HCIAB =0
1¢re relation de Stewart (1746)

HAMBC=HBICA=0 = HCIAB=0

=> hauteurs concourantes
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Tautologies 2nde relation de Stewart (1717-1785)

Applications: R, =-1 P,(a,b,c) =—(c—b)[{a—-c){b—a)

x? [P, (a,b,c) —2xP,(a,b,c) +P,(a,b,c) (x2 [0-2x[0+P,)
(x=a)’ Qc=b)+(x=b)" Ma—c)+(x—c)* Ub—a) =—(c—b){a—c) {b—a)

(a,b,c,x) (A,B,C,0)

OA2 (BC +OB2 [TA +OC2 [AB+ AB[BC[TA =0

Relation utilisée par Esteéve (1922) pour son «théoréme d’Holditch»

a (BCIS, +CA (5, + AB[S, +k/7AB (BC[CA =0

O = nombre de tours, kK = « sens » des tours
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| L chord of a closed
divided into two parts of

difference between the areas of

locus of the dividing point, will be arec’

Théoreme de Holditch (1800 - 1867)

GEOMETRICAL THEOREM.
By Rev. HaxNeT HOLDITCH.

of constant length ¢+ ¢, be

¢’ respectively, the
e cloc;ed curve, and of the

o

SQ — SP — SA_ T[CC,
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Holditch Théoreme de Holditch

Lorsque la corde AB se « promene » sur
une courbe fermée (ici une ellipse) de
surface S,, un point C de la corde AB
décrit une courbe fermée de surface S:

Se =S, +kmAC BC

B

F

Ici, k=1 (A et C circulent dans le méme sens

(sinon k=-1)) et donc 1’écart de surface entre

I’ellipse parcourue par A et la courbe rouge

décrite par C est égale a la surface de

I’ellipse de demi-axes AC et CB, donc:
TLAC.CB
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Esteve Généralisation d’Estéeve

aBCIS, +CATS, + ABIS,. + k 7ABBCITA =0
K3 o -1

N\

A et B ayant des trajectoires rectilignes, S, = Sg =0
LLa corde AB tourne dans le sens contraire de C => k= -1

Sc = mBCLCA
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Cardioide = Epicycloide

Epicycloide:
Cercle de rayon r qui roule sans
glisser sur un cercle de rayon R

Icir=R
=> Cardioide

Y
.
.
.
. ®
] TTPPPrY Loy
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Cardioide = Conchoide

Le point A effectue deux tours quand B et C n’en font qu’un a=2.
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Cardioide = Conchoide

Esteve g [BCLS, +CA S, + AB S, +k/77AB (BC [CA =0

k=1 a=2 S3=S.=8 Sy=7R’

Surface de la cardioide

S =67R*>
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Epicycloides, Hypocycloides

Un point de la circonférence d’un cercle
de rayon R (roulette) qui roule sans glisser
sur un cercle de rayon nR décrit une:

« Epicycloide (roulette extérieure)

* Hypocycloide (roulette intérieure)

n arches d’épi-hypo-cycloides constituent
N « SAuCIsSses ».

Par un calcul similaire a celui1 de la
cardioide, on trouve que la surface d’une™ 4
« saucisse » est indépendante de 7 :

S ., =67R?

n=1 :Cardioide
n=o :Cycloide >
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Principe d’Esteve  Sc = 8§, TATACIBC

A =B, k= 1= corde AC tangente =—=> SC :SA +77AC2 :SA + 717

Sc = S+U+%(27T-0’)L2

Sy, =0
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Tractrice (cas particulier de courbe du chien)

Probleme posé par I’architecte Claude Perrault, frére du conteur Charles, a Leibniz:
Courbe décrite par une montre a gousset quand le bout de la chaine décrit une droite?

La chaine a pour longueur L et est tangente a la trajectoire.
Comme vu précédemment, pour une rotation d’angle a, la surface

1 . 7T
balayéeest: §=— al? Ici: a= 5
AR
pad ‘\ ﬂ
// \\ S - — AB2
III \ 4
:’ Surface du cercle
\\ de diameétre AB
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Théoreme de Holditch
De 1858,

RAYMOND ESTEVE

Sur la formule d'Holditch et les applications
qu’on peut en deduire

Nowvelles annales de mahématigues 5 série, tome | 1 922,
(1922}, p. 284-300

<hftpowerwonumdem org@emid=MAM 1922 5 1 284 1>

Epitrochoides (€picycloides)
Hypotrochoides

Trochoides

Conchoides

Cycloides S =371R?

Holditch-Type Theorem for Non-Linear Points in Generalized
Complex Plane C,

jusqu’a nos jours (2018)...
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