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PRESENTATION de la COMBINATOIRE des MOTS

Quelques caractéristiques de la Combinatoire des Mots
= |

Le domaine mathématique qui étudie les

« mots » et les « langages » formels,

la Combinatoire des Mots,

bien qu’assez ancien, a pris beaucoup

d’ampleur depuis les années 50 ...

/ L'objet de base en est le mot,

Ah ! Les mots, qui tous dans nos cerveaux turbinent,

c’est-a-dire une suite, finie ou
De nos pensées sont le moteur et ’essence, o o ,
infinie, d’éléments d’un
Et par leurs lettres, en matheux, se combinent,
ensemble fini, appelés

/ caracteres ou lettres.

Gagnant I’infini avec effervescence !




La combinatoire des mots fait partie des mathématiques discretes non

commutatives.

Beaucoup de ses problemes ont un aspect algorithmique, d’ou le lien étroit
avec l'informatique et, en particulier, avec la théorie des automates.

Les domaines mathématiques liés a la Combinatoire des Mots ) :

Théorie des Probabilités

Théorie des Nombres

Géomeétrie Discrete

Systemes Dynamiques

Informatique Théorique

I . . Algorithmique,
%Issggig 4 Combinatoire des Mots F Théorieg des Au?omates,
Physique Theorique. Thé(é('riiIe(:lcjlllgi3 Iyltce)c,jes
Biologie Algebre Logique

Séquencage de 'ADN.

Groupes Libres,
Semi-Groupes,
Matrices,
Représentations,
Probleme de Burnside.

Algebre de Boole

© D’apres Amy Glen, “Palindromic properties of infinite words with applications to Number Theory”




Pourguoi la combinatoire des mots est-elle attrayante ?
Pour ses problemes, bien sir, qui remuent les meninges.

Mais aussi ...
... parce que les questions gu’elle pose traduisent bien I'esprit

dans lequel Axel THUE avait réalisé son travail de pionnier :

la recherche, la compréhension et le savoir pour le plaisir.

Cette présentation donne
un petit apercu des attraits

de la combinatoire des

| mots, propre a occuper vos |

longues soirées d’hiver...




1 Un peu de Vocabulaire sur les Mots

1-1)

Qu’est-ce qu’un Mot ?
Opérations sur les Mots

» Un alphabet A est un ensemble (en général fini) dont les éléments sont des lettres :
A={0,1}, A={a,b,c, ..., z}, le code ASCII, etc, sont des alphabets.

» L'ensemble A* est 'ensemble des
mots non vides quon peut
former partir des lettres d'un

alphabet A.

(1) American Standard Code for Information Interchange

TrXe—TOMMQoDOE®>

1000001
1000010
1000011
1000100
1000101
1000110
1000111
1001000
1001001
1001010
1001011
1001100
1001101

N<XXS<C—HnIOTVOZ

1001110
1001111
1010000
1010001
1010010
1010011
1010100
1010101
1010110
1010111
1011000
1011001
1011010

Un ensemble

de mots parmi

d’autres, le
Code ASCII ™

(ici, binaire)




> Longueur d'un Mot

La longueur d’'un mot m est le nombre |m| de caractéres juxtaposés de

I'alphabet A qu'il contient.

Exemple :

Mots de longueur [m|=1, 2 ou 3 sur l'alphabet A = {a,b,c} de n=3 lettres :

Im|=1:a,b,c (nm = 3" = 3 mots)

Im| =2 : aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc (n™ = 32 = 9 mots),

Im| = 3 : aaa, aab, aac, aba, abb, abc, aca, acbh, acc,

baa, bab, bac, bba, bbb, bbc, bca, bcb, bcc,

caa, cab, cac, cba, cbb, cbc, cca, ccb, ccc  (n™ = 33 = 27 mots).




Le nombre de mots m de longueur |m| sur un alphabet de n
Remarqgue : | lettres correspond au nombre n™ d’applications d’'un ensemble E

a m éléements dans un ensemble F a n éléments.

: 4
La liste des mots de longueur aa

Im|[>0

sur un alphabet de n élements
se représente par un
arbre exponentiel

a n™ branches.

Exemple :
Arbre exponentiel des
n"=32=9
mots de longueur m|=2 — »
sur un alphabet de
n=3 lettres




» Le Mot Vide

- Il existe dans A" un unique mot vide, note e,, ou e, qui joue le role

d’élement neutre dans la composition des mots par concaténation :

me=em=m

La longueur du mot vide est: [e| =0

- 'ensemble des mots non vides « augmenté » du mot vide :
A*U{e}

est noté A* (A étoile).



» Loi de Composition interne sur I'ensemble des Mots

La principale opération sur les mots de A*

est la concaténation.

Si m est un mot de A* et a une lettre de

I'alphabet A, alors :

ma et am

sont les produits de la concaténation
de metde a,

obtenus par la juxtaposition

des lettres du mot m et de la lettre a.

Quelques exemples de concaténation ...



Exemples de mots obtenus par concatéenation :

1) Lensemble des mots composés de p occurrences de la lettre
a, quand p est un nombre premier :

{aa, ddd, ddddd, ddddddd, dddddddaddada,
ddddddaddadadaaa, }

i) Lensemble des mots de longueur |m|=2 sur 'alphabet
A*={a,b,c}* :

{e, a, b, ¢, aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc}

i) L'ensemble des mots commencant par n lettres a, suivies de
n lettres b, sous-ensemble de A*={a,b}" :

{e, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, aaaaabbbbb, ...}

Remarque : L'ensemble des mots A*, formés par concaténation des lettres de
I'alphabet fini A, est dénombrable.




> Facteurs : Préfixe, Suffixe et Sous-Mot

replanter

f \
préfixe suffixe
avant apres

radical

partie fixe

Exemples :

m =V41UV;

Un facteur d’'un mot m est un « constituant » de m
pour la concaténation ...

a) Prenons trois mots v, v, et u de A*.
Alors, dans le mot :

Vv, est le facteur gauche ou préfixe de m et de v4u,

V, est le facteur droit ou suffixe de m et de uv,,.

Les mots V4, U, V5, ViU, UV, sont des facteurs

du mot m.
b) Dans le mot

.UV u

n n n+l’

m=uyvuy, ..

davanl dau laltres “umalles” e = é

e'”:érr . la terre
eft=8tt > uneiete
ess =éss la tristesse

ell=eéll (! une pelle

les mots u,, v. et uv. (i=1,...,n+1) sont des facteurs du mot m.



Les notions « combinatoires » de préfixe et de suffixe

englobent celles des linguistes.

Exemple 1 : Tout le monde s’accorde a dire que a est un

préfixe de amonceler.

Mais en combinatoire des mots, comme en informatique, il en

va de méme pour amon et amoncel.

De méme, pour un linguiste, ule est un suffixe de groupuscule.

Mais un informaticien considere que puscule en est un aussi.




Exemple 2 : Un ensemble des mots formeés par concaténation

de divers préfixes avec le mot

« poser » .
{apposer, composer, déposer, disposer, imposer, interposer,
juxtaposer, opposer, poser, préposer, proposer, reposer,

superposer, transposer, ...}

On obtient un ensemble des

A o Ce prépose
mémes prefixes, avec les || ast un autre
. _ genre de

mémes verbes, mais au facteur !

participe passe ...




i) Parmi les facteurs d’'un mot m,
Iy ales
sous-mots,

constitués de fragments du mot
m, Non nécessairement contigus,
mais dans lesquels [l'ordre
d’apparition des symboles du mot
m est respecte.

Bernard Buffet, Les Sumos

Exemples :

1) SI m se factorise en

uvuv,...uvu .,
n n n+l

ou tous les u. et v. sont des mots, alors

S=V\V,...V

est un sous-mot de m.

n

Ainsi le mot sumos est un sous-mot du mot m = SoUs-IMOtS



i) Un sous-mot u est une séquence d’éléments d'un alphabet A qui

peut apparaitre une seule fois ou plusieurs fois comme sous-mot d’'un

mot m... Ainsi, la sequence [ Rechercher)
tous les
sous-mots
— d’un texte,
u = aba et
beaucoup
-~ ) mieux que
apparait 1 seule fois comme sous-mot du mot m, = bacbcab, comp:er les
moutons !

mais apparait 8 fois comme sous-mot du mot m, = aabbaa :

Sous-mots »

Positionsde aetdeb —»

Sous-mots ———»

Positionsde aetdeb —»

aabbaa, aabbaa, aabbaa, aabbaa,
123456, 123456, 123456, 123456,
aabbaa, aabbaa, aabbaa, aabbaa
123456, 123456, 123456, 123456.




>

Sous-Mots et Division des Mots

A partir de la notion de sous-mot, on peut définir la division des mots.

Si un mot d est un sous-mot du mot m, on dit que :

d divise m : d|m

Cette relation permet la comparaison des mots.

e

La relation de divisibilité entre

entiers est un ordre partiel.

Comme dans le cas des
entiers, la relation de
divisibilitée d|jm entre les
est relation

Mots une

d’'ordre partiel (relation
reflexive, transitive et
antisymétrique) compatible

avec la concaténation.

aba bab

ab ba

La relation de divisibilité entre
mots est un ordre partiel.

A

+




> Puissance d’'un Mot

La puissance p'*™ d’'un mot u est le mot :

uP=uu ... uu
Do BEE—

p fois

Autrement dit, uP est la concaténation p fois

repéetéee du mot u.

Essayez d’en faire autant !

Exemple :

Le mot
m = bellebellebellebellebellebelle
(*)
est le mot u = belle a la puissance p=6 :

u® = (belle)® = m

(*) Remarque : Avec des mots, porter la beauté a la puissance 6 est possible. Dans le monde réel, c’est une illusion !




> Mot Primitif

Un mot u de A" est primitif si :
u=m"= n=1
Autrement dit, u est primitif si
I’équation u = mi n"admet

pas de solution pouri>1

Primitif a un stade avancé de I’évolution !

Autrement dit encore, u n'est pas puissance d’un autre mot que
lui-méme :

il nexiste pas de mot m “plus court” que u tel que u=m".




Exemples :

1) Le mot
u = abb
est primitif,
car on ne peut trouver de mot m forme avec les lettres a et b

dont une puissance vaut u.

ii) Les mots

u, = abbabb = (abb)> et u,=nanana = (na)
ne sont pas primitifs ;
ce sont des puissances (carré et cube) des mots primitifs

m,=abb et m,=na.




> Code
Avec des mots primitifs, on peut engendrer une

0123451678901 partie de I'ensemble A* des mots sur l'alphabet A.

Code Barre

Le plus petit ensemble de mots primitifs permettant d’engendrer une

partie P de I'ensemble A* s’appelle un code.
Un code joue le role d’'une base de I'ensemble P.

Exemples : Avec I'alphabet A={a,b}, on vérifie que [EIWQ-E‘E] E]%‘E“@
() La partie X={aa,ba,baa,bb,bba} est bien un code %‘*‘ E;é»i** v @'-“P‘
permettant d'engendrer la partie X* de A* (aucun des Elr ﬁ'ﬁ @’ﬁﬁﬁ
éléments de X ne peut étre obtenu a partir des autres).

(i) La partie Y={a,b,ab} n'est pas la plus petite partie ge-

nératrice de Y* (ab est de trop), donc pas un code.




> Une facon de Comparer : Ia Distance entre les Mots

Exemple 1 : Distance de Hamming

L'une des facons de définir la « distance » entre deux « objets » a été proposée par

Richard Hamming (1915-1998), dans le cadre de la théorie des codes :

Pour deux objets d’'un méme ensemble, la distance de Hamming est le nombre

d’éléments par lesquels les deux objets different.

1111

11

Wikipedia, Distance de Hamming

Exemple :
La distance de Ham-

ming entre deux mots
binaires de n=4 bits est
le nombre de bits diffé-
rents entre ces deux
mots, ie. le nombre
d'arétes séparant ces
mots dans I'hypercube
H,.

La distance entre 0110
et 1110 est égale a 1,
alors que la distance
entre 0100 et 1001 est
égale a 3.




Exemple 2 : Distance d’Edition ou de (Damerau-)Levenshtein

C’est la distance d entre deux chaines de caracteres :

d = nombre minimum d'opérations nécessaires pour
transformer une chaine de caracteres en une autre.

Les 3 principales opérations possibles sur un caractere d'un
mot de A" sont :

- I'insertion,
- la suppression,
- la substitution,

A quoi s’ajoute une 4eme operation :

- la transposition de deux caracteres adjacents du mot. ¢

(*) D’aprés YVON Francois, "Théorie des langages”




Exemples d’application des Opérations
- d’insertion,
- de suppression,
- de substitution,
- de transposition de deux caracteres adjacents :

| e eeprmer | -_
2 chen Insérer a 2 amorus Supprimer a
" e ’ -_
4 chamen Supprimer n :

4 emorus Supprimer r
5 chame Insérer a

5 -_
6 chamea Insérer u

remous d=5
chameau d=6
Exemple a méditer !!




> Symeétrique d’'un Mot et Palindrome

Le symétrique ou mot-miroir” d’'un mot m=a.a, ... a_.a estle

mot ~m formé du méme ensemble de lettres « lu » dans l'ordre

inverse des lettres : ~m=a a_

.a,a,.

Un mot m=a a, ... a_.,a_est un

palindrome s’il est egal au

« mot-miroir » correspondant

~m=aa__ ...a,a.,.

Miror cluttres en police Crayon (modifiee)

mm 1 23 45679
hoizontal P & & ¢ @ 9 X ©
vetiall N 0 3 € P € X

double l' 2; 8 "f 9 9 f.

o
6

(*) On trouve aussi les termes : inversé, renversé, retourné ou transposé.




Les palindromes formés avec des chiffres figurent parmi les curiosités
numeriques (car un nombre est un mot) :

Exemples O :

) les nombres suivants formés avec les chiffres 0 et 1 sont des

palindromes '

101, 1001, 10001, 101101,

11t = 11
112 = 121
i) les 4 premieres puissances de 11
113 = 1331
sont des palindromes
114 = 14641

(*) D’aprés BERNA Henri, « Palindromes, monotypes et autres bizarreries numériques »



- les carrés des nombres suivants (n=11, n=111, n=1111, ..., appelés
repunités, formés par concaténation réepétée du chiffre 1), sont des
palindromes (jusqu’a n=9 seulement) :

(11...)2 Palindrome
112 = 121
1112 = 12321
11112 = 1234321
111112 = 123454321
1111112 = 12345654321
11111112 = 1234567654321
11111111° = 123456787654321
1111111112 = 12345678987654321




> Autres mots bizarres et curieux ¢

Parmi les mots qu’on peut former avec les éléments d’'un alphabet, il
existe certaines curiosites, qui presentent un intérét, sinon

mathématique, du moins ludique.

L' Exemple des Monotypes :

Un monotype est un mot m=a.a, ... a_.a_formé du méme

caractéere (chiffre, lettre, etc) répété n fois.

- les multiples a deux chiffres du nombre premier 11 :
11-22-33-44-55-66-77 - 88 -99
- certaines “heures” affichées par une montre digitale :

0101-0202-...-1010-1111-...-1212 - ... - 1818 - 2222 - 2323

(*) D’apres BERNA Henri, « Palindromes, monotypes et autres bizarreries numeériques »



1-2)

Caractéristiques de ’'Ensemble A* des Mots
sur un Alphabet fini A

1-2-1) Les lettres de I’alphabet A sont des mots indecomposables

Cela veut dire que :

sl a est une lettre de A, il n’existe pas de mots b,c de A*tel que :

1-2-2)

a = bc.

Il N’existe pas de notion d’inverse dans A*

Cela veut dire que :

une lettre n’a pas d’inverse, un mot non plus.

Conséquence :

si u est un mot de A*, il n’existe pas de mot v tel que : vu=uv=e.




1-2-3) Propriétés de la Concaténation

La concaténation est associative

Si u, v, w sont des mots de A*, alorson a:
(uv)w = u(vw)
Exemple :

i) m = bellemarquisevosbeauxyeuxmefontmourirdamour

Dans le mot m, on peut placer des parenthéses ou
I'on veut entre les mots constituants ...

Remarque :

Dans les langues naturelles, au contraire, le placement
des parenthéses change parfois le « sens » des mots :

ii_) m_=they(are(flyingplanes)) | ii.) m_= ((lapeur)(del’ennemi))
m, = they((areflying)planes) m, = (la(peurdel’ennemi))

La marquise, toujours auss En linguistique, on se préeoccupe de semantique,
belle, avec ou sans

parenthéses ! mais pas en combinatoire des mots !!




La Concaténation est non-commutative

Si u, v sont des mots de A*, uv et vu

sont aussi dans A*, mais :

uv # vu (sauf si u=v)

Exemple :

Au dire du precepteur de M. Jourdain, les mots

m, = bellemarquisevosbeauxyeuxmefontmourirdamour
et
m, = mourirvosbeauxyeuxbellemarquisedamourmefont

seraient les mémes, mais ce n'est pas vrai en combinatoire des
mots, qui ne se soucie ni de semantique, ni de stylistique, ... et
encore moins du sort de la marquise !




Deux Mots sur les Langages

1-3-1) Qu’est-ce qu’un langage ?

Un langage (formel) est un ensemble de chaines,
c'est-a-dire un ensemble ordonné de lettres
répondant a des regles de formation.

‘ . o 6 Exemples simples de Langages :

ot 1S T i) L’ensemble des mots commencgant par n lettres a,

AL “@ suivies de n lettre b, suivies de n lettres c, sur l'alpha-
e R et A={a,b,c, ...} :

A={a,b}: {e, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, aaaaabbbbb, ...}
A={a,b,c} : {e, abc, aabbcc, aaabbbccc, aaaabbbbcccc, ...}

Un tel langage est noté {a"b"}, {a"b"c"}, etc, pour n=0

Ca veut dire quoi ?

ii) Les langages (formels), ensembles de mots sur un alphabet fini :
- 'ensemble des mots de la forme a", ou n est un nombre premier
{az,a3,a5,a7,a”,a13,a17, },
- 'ensemble des programmes syntaxiquement corrects dans un langage de
programmation donne,
- 'ensemble des 500 mots les plus fréquents d’'une langue parlée.



1-3-2) La Hiérarchie des Langages

Chomsky a établi un classement des langages formels,
appelé
hiérarchie de Chomsky,

qui s’étudie bien en relation avec la théorie des automates.

(mais ceci est une autre histoire ...)

Noam CHOMSKY, maitre de
la classification des
Langages et de la

Linguistique Formelle Remargue .

Type O
Langages réc. énumerables
Machines de Turing

Type |
Langages contextuels
Automates linéairement borneés

L’ensemble des langages dans A*

Type 2
Langages algébriques
Automates a pile

(i.e. des ensembles de mots formés par

concaténation des lettres de I'alphabet A)

Type 3
Langages rationnels
Automates finis

n’est pas dénombrable.

Hiérarchie de Chomsky (Tangente-HS-052-p-053)




2

Quelques Mots, Finis ou Infinis

On rencontre les mots les plus divers... Certains sont finis, d’autres infinis.

2-1)
2-2)
2-3)
2-4)
2-5)

2.6)

En voici quelques exemples.

Les Connecteurs Logiques sont des Mots
Mots Finis de Longueur n - Mots Infinis
Le Bindbme se «décline» avec des Mots
Systéme de Réécriture

Mot de Fibonacci

Mot de Thue-Morse




2-1) Les Connecteurs Logiques sont des Mots

En logique des propositions, il existe | 22* — 16

connecteurs logiques distincts ; chacun d’eux
peut étre vu comme un mot fini de longueur 1=4

sur I'alphabet

A={1,0} = {V,F} = {Vrai, Faux} o ot i bt i s | %
Plq Poeyg

Ci| Ca |C3|Ci| Cs |Ce| Cr | Ca || Co|Ciol| Cix| Ci2 | Ci3 | €14 | Ci5 | Cis
L1 41.] & |13 | D3| [0 |6 |0 |0 |00 ]0
LIkl &1 L | &1L 8 |89 || 8] L [L£ L[5 [H[& ]
o(f1y1,1jo0|0(1}110{0}1(1]0f0]1T]1((0]0
o(foy1y0j1(0}j1j011]0§4110)1)0|1T]0]1]0

ou =5 — g §

Les TABLES de VERITE en LOGIQUE des PROPOSITIONS

Chaque colonne du tableau est un mot sur A={1,0} et représente la table de vérité
d’'un des 16 connecteurs logiques ...



2-2) Mots Finis de Longueur n — Mots Infinis

¢ Un mot fini de longueur n formé avec l'alphabet A = {l ||, ,...,| } est une

1,27

suite obtenue par concaténation de p.,p,, ... ,p, occurrences des lettres de A.

Exemple 1 :
« aabbababaaabbabbbaab » est un mot formé

sur A={a,b} de p=10 occurrences de la lettre 'a’

et de q=10 occurrences de la lettre 'b’.

Exemple 2 :

=1 Quand on joue a pile ou face (P ou F), on réalise n jets

o
f
.

d’'une piece de monnaie. Chaque jet peut avoir pour issue

P ou F. On peut représenter le résultat obtenu par un mot

de la forme :

M =EFrEE. .o FPPPPE ..

n symboles




Exemple 3 : suites d’entiers

a) la suite caractéristique P des nombres premiers :

Nombre 0 1 2 3 4 5 6 4 8 9
ENTIER n
Nombre 2 3 5 7
PREMIER p
Suite infinie P 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0
Nombre 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
ENTIER n
Nombre 11 13 17 19
PREMIER p
Suite infinie P 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1
Nombre 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
ENTIER n
Nombre 23 29
PREMIER p
Suite infinie P 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

La suite caractéristigue des nombres premiers est le mot infini :

P =001101010001010001010001000001010000010001010001000001...



b) a 'ensemble des nombres premiers correspond aussi la suite

S =00230103000301001030003 103 1 1030003 1...
mot infini sur I'alphabet {0,1,2,3}, défini par :
b = , Si i n’est pas premier,
| i mod 4 , sinon.

Nombre 0 1 2 3 4 5 6 4 8 9
ENTIER i

Nombre 2 3 5 7

PREMIER p.

Suite infinie S 2 3 1 3
Nombre 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
ENTIER |
Nombre 11 13 17 19

PREMIER p.

Suite infinie S 3 1 1 3
Nombre 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
ENTIER i
Nombre 23 29

PREMIER p.
Suite infinie S 3 1




Cc) le mot de Champernowne ou mot de Barbier C, s’obtient par concaténation des

entiers écrit

s en base b.

- pour b=10:C, = 1234567891011121314151617181920 ...,
- pourb=2 :C, =11011100101110111100010011010 ...,

2

T O e O O I
1 10

I 0 D D O
10 11 100

4

1

N D S O
1 10 11 100 101 110

111 1000

10

I-------m-

1000 1001 1010




2-3) Le Bindme se « décline » avec des Mots

© Les lycéens connaissent bien le développement du binéme ... (a+b)".

Par exemple, pour n=3, on a:

a® + 3a%b + 3ab® + v = (a + b)* f
1 a9
Ecrivons ce binbme sous la forme : T
(a9
(a +b)3 = (a1 + b)(az + b)(az + b) i
1 d3g
+
Autrement dit, faisons comme si les trois as as
occurrences du nombre a étaient trois lettres | (a +0)° = (¢ +
- b
distinctes, a,, a, et a,. " ..
, - o ay b
Le développement du bindbme (a+b)® ainsi écrit ot
peut alors se représenter comme une somme des az b
produits des lettres a, et b : le “produit” est ici le T 5
)
résultat de la concaténation.

b

b

b

b




(@ + b)* = {

b

b

b

b

b

b

)

b

b

)

b

b

(1 x a?)
(1 x a®b')
(1 x a?b')
(1 %:a?b?)
(1 x a'b?)
(1 x a'd?)
(1 %:a'd?)

(1 x b?)

3

On peut encore
simplifier la
représentation du
développement
du binbme en

remplacant les

lettres a par la

seule lettre a

.




Le développement du bindme (a+b)" peut alors effectivement se représenter
comme un ensemble de mots.

Par exemple, toujours pour n=3, le développement de (a+b)? correspond a :

aaa } — ()

( ) 1| produit égal & a*b’ = a®

_I_
aab ) 3
aab  —> 5 3| produits égaux a a’b' = a®b
aab |
_I_
abb 3
3| produits égaux a a'b? = ab?

_I_

=

bbb Y —

() -
W= ()
() -

( ) 1| produit égal a a0 = b°




Autre illustration du
traitement du binbme
comme un mot :

le passage de
(a+b)’
a
(a+b)*

[t @) ast) | @td) |

La multiplication par
aoub
(la concaténation
sur I'alphabet
A={a,b})
donne
le binbme
(a+b)*
a partir du binbme
(a+b)’.




dlazon a,_aaou a‘ascu

Un diagramme
en treillis montre
comment se fait le

passage du
déeveloppement du
binbme
(at+b)’
a celui du binbme
(a+b)*.

I /g/j/i.

d,ee O au a

doeo Rl

l/,

Ce treillis illustre
la loi de
dédoublement
des parties d’'un
ensemble fini.

S,={a,.a,,a,,b}
représente
(at+b)*




¢ Encore une illustration du traitement du binbme comme un mot :

Si, dans une population P, la probabilité d’'un objet défectueux (D) est égale a p, et celle d’'un objet
bon (B) égale a q, alors les probabilités d’avoir 0, 1, . . . , m (m < n) objets défectueux dans un
échantillon A de n objets sont données par les termes successifs du développement du binbme

les probabilités d’'un tirage binomial

(p+q)", par exemple, pour n=3 :

’ensemble
des
probabilités,
pour un
échantillon A
de la
population
P, peut se
représenter

... parun
ensemble de
mots formés
avec
I'alphabet
{B,D}

(p+q)"=p+q)?= |1p* + [3p®°¢ + [3p¢® + |1¢°
} S S S
DDD 3BDD 3BBD BBB
A ={ay,as,a3} | Résultats Probabilité Probabilité
de 1’échantillon | du Résultat
DDD 3 défectueux ppp P’
DDB 2 défectueux PpPq
DBD et Pgp 3p%q
BDD 1 bon qpp
DBB 1 défectueux Pqq
BDB et qpq 3pqg?
BBD 2 bons qqp
BBB 3 bons qqq q>




Pour un echantillon A de n=3 éléments,
si les probabilités de D et de B

sont p=0,1 et g=0,9, ...... alorson a:

DDD p’ =0,001 pour 3 défectueux
+ 3p*q¢=0,027 pour 2 défectueux et 1 bon
+ 3pg® = 0,243 pour 1 défectueux et 2 bons
DBB, BDB, DBB + ¢ =0,729 pour 3 bons

BBB p+gP= 1

DDB, DBD, BDD




2-4) Systéme de Réécriture

Certaines procédures produisent des mots infinis, car elles ne [se] “terminent’ jamais.
C’est le cas parfois des procédures de réécriture.

Exemple 1: On veut corriger le mot «rééécriture» qui contient un «é» de trop ; pour
cela on applique la régle de réécriture :

dope 4| #fdécns
dupe = | r2[d€] cnitiize

ehle 3 Zeline

La procédure consiste ici a répéter la regle jusqu’au résultat cherché ou tant que c’est
possible. La procédure “termine” en 3 étapes ... mais le résultat n'est pas correct, car
il manque un «é».

On adopte alors la regle de réécriture : R, : € — é¢e

... que 'on applique au mot « récriture » obtenu par la procedure R, :

(*) D’aprés La RECHERCHE-mars 2017, p 35 : Roger Mansuy, “Rééécriture”



Cela donne une procédure qui ne “termine” jamais :

... a chaque étape, un «é» est remplacé
par une chaine «éé», qui contient
comme 1% caractére un «é», qui sera
remplacé par «éé» a I'étape suivante, ...
etc.

Il s’agit ici d’'une “instance” du probleme
de [Parrét, étudié par Alan Turing,
probléme indécidable.

Exemple 2 : A la 1ére étape, on applique au mot «101101» la regle :

Cette procédure “termine” en un total de 5 étapes :

i 2

elofe 3

14004
144

efafe

44 0

;is' 144400




En revanche la procédure obéissant a la regle
R,:10 — 0011
.-

ne “termine” jamais quand on part du mot «110» :

N e ifs
3

]

Z
4

44

4%

G mooo@a A4 50 1414444 | 4

[

.. la chaine 0011 se trouve, a chaque étape, soit avant un 0, soit aprésun 1;on a
donc toujours une sous-chaine “10” a chaque étape ... et le mot d’origine devient

donc de plus en plus long.



2-5) Mot de Fibonacci

¢ Latrés célébre suite de Fibonacci se définit par :
Fn = Fn-1+ Fn-2

(on peut aussi la définirpar: F = F +F )

Les premiers termes de cette suite infinie sont :

Fo | F

Fo | Fa | Fa | Fs | Fe | Fr | Fs | Fo | Fu | Fu | Faz | Fas | Fua | Fus

0

1

1

2

3

o

8

13 | 21

34

29

89

144 | 233 | 377 | 610

¢ Anpartir de 'alphabet A={0,1}, un mot de Fibonacci se définit par :
f=e,f=1,f=0

f =f f

n n-1 A n-2

(ou , est la concaténation)

Les mots de Fibonacci forment alors aussi une suite infinie :

f0 =

f1 = f4 =010 f7 = 0100101001001

f2 =0 f5 = 01001 f8 =010010100100101001010

f3 =01 f6 = 01001010 f9 =0100101001001010010100100101001001
.. etc




© On définit le mot vide de Fibonacci f,= e, delongueur [f| = |e| = 0.

Il y a alors une relation entre les nombres et les mots de Fibonacci :

La suite des LONGUEURS des MOTS de Fibonacci est exactement la
suite des NOMBRES de Fibonacci :

n f |fn| = |:n

n

f=e

f, =1

f,=0

f,= 01

f, =010

f_= 01001

f, = 01001010

f = 0100101001001
f, = 010010100100101001010 21
f, = 0100101001001010010100100101001001 34

© 0O NO O b~ WN-~O
= 00 1 WO NN - =20

.. etc




2-6) Mot de Thue-Morse

En 1912, Axel Thue présenta ce qu'on appelle de nos
jours le mot de Thue-Morse.

C’est un mot infini formé sur 'alphabet A={0,1}, une suite
binaire automatique, obtenue en itérant la transformation

M, appelée morphisme de Thue-Morse :

0 —» u(0)=01
1 —»> u(1)=10

Axel Thue
(19 fév. 1863-7 mars 1922)

a) Les premiers termes de la suite, a partirde 0 :

u"(0) = n, _itération a partir de 0
u'(0) = 01
p?(0) = 0110

p3(0) =01 1010 01
pu*0)=01101001 10010110
p%(0) =01101001 1001011010 01 01 10 01 10 10 01

... etc

AL WN-=-|5

La suite commence a u'(0) = 01, et les puissances suivantes de pu"(0) s’obtiennent en
remplacant, dans le terme préecedent de la suite, 0 par 01 et 1 par 10.



b) Les premiers termes de la suite, a partir de 1 :

pn(1) = n, . itération a partir de 1
p'(1) =10

p2(1) =10 01

p3(1) =10 010110

pu4(1) =1001 0110011010 01

pu%(1)=1001 011001101001 01 10 1001100101 10
... etc

AL WON-=-|35

La suite commence cette fois a p'(1) = 10, et les puissances suivantes de u"(1)
s’obtiennent de la méme facon en remplacant, dans le terme précédent de la suite, 0
par 01 et 1 par 10.

Quand n tend vers l'infini, on obtient deux mots infinis

u"(0) et pn(1)
L'un s’obtient de 'autre en remplacant, pour toute valeur de n,

0 par 1 (et 1 par 0).
Par exemple, pour n=5, on a:
p3(0) =01 1010011001 011010010110011010 01

p*(1) =10010110011010010110100110 010110




La suite de Thue-Morse a fait I'objet de nombreuses études.

On la retrouve dans certains domaines d'applications comme ...

Marston Morse
(1892-1977)

- I'algorithmique du

texte : recherche
d’'un mot dans un
texte,compression

de données.

S
R o B

.
{
E

e e

— ——
- Ty
- Sy ppp——

ey S e W g | ———— F
-

- oL

- la bio-informatique : séquencage

geneétique, ...




3 || Problemes de Mots, Problemes de Maths

Mathématiciens, informaticiens et linguistes
s’interrogent sur les mots et les langages.

Autrement dit, les mots posent des problemes ...

1 - PALINDROMES : Palindromes par retour-
nement et addition. Nombres de Lychrel et
Conjecture 196

2 - REGULARITES : Carrés, Cubes, Cadences : Y-a-t-il des mots
sans carré, des mots sans cube ? Les cadences et le théoréme
de van der WAERDEN.

3 - Des MOTS et des NOMBRES : Palindromes,
Numération et Nombres Premiers.
WARING et LAGRANGE au Pays des mots.

4 — Des Maths et des MOTS a 'OULIPO :
Des Graphes et des Mots. Suites de Mots.
Un dernier Jeu.




3-1) Palindromes par Retournement-Addition,
Nombres de Lychrel et Conjecture 196

En plus d’attiser la curiosité, les palindromes ont un certain intérét mathématique.

3-1-1)  Retournement-Addition d’'un Palindrome

Etant donné un entier x=2 (c’est un mot), on lui applique la procédure suivante :
1) on prend le symétrique (mot-miroir) de x, sym(x)

Exemple : sym(47) = 74, sym(6654) = 4566,
2) on fait la somme : f(x) = x+sym(x) (retournement-addition)

Exemple : f(x) =(47) =47 + sym(47) =47 + 74 =121,

MEI-HA—-—-0060Mr>

la procédure s’arréte si la somme f(x) est un palindrome
3) sinon, on applique les étapes 1) et 2) a la somme f(x) obtenue

Exemple : f(6654) = 6654 + sym(6654) = 6654 + 4566 = 11220
... comme 11220 n’est pas un palindrome, on réitére ...
f(11220) = 11220 + sym(11220) = 11220 + 02211 = 13431.

o O




0:

1:

Question : A quelle étape k=0 la procédure s’arréte-t-elle ?

- les nombres a 1 chiffre (0,1, ...,9), les nombres a 2 chiffres
identiques (11, 22, 33, ...),

- les nombres a 3 chiffres dont les 1°" et 3°™ chiffres sont identiques
(101, 212, 454, ...).

- les nombres a p chiffres finissant par p-71 zéros :

p=2:10, 20, 30, ... p=3: 100, 200, ... , 500, 600, ... ,900, etc,

- les nombres a 3 chiffres finissant par 0 ou a 3 chiffres distincts,

pour lesquels la somme f(x)=x+sym(x) ne comporte pas de retenue :
110 - 110 + 011 = 121 105 — 105 + 501 = 606
520 — 520 + 025 = 545 108 — 108 + 801 = 909,
etc,




3: k=

4213 13343 726 63525
+ + + +
3124 34331 627 52536

4884 276672

La procédure s’arréte rapidement pour k=3 et k=4.




Deux entiers distincts

peuvent produire le

méme palindrome.

Mais le nombre k

d’'étapes est différent.

7 :

1069
+

9601

10670
+

07601

18271
+

17281

35552
+

25553

61105
+

50116

111221
+

122111

233332

8:

584

485

1069

9601

10670

07601

18271

17281

35552
+

25553

61105
+

50116

111221
+

122111

233332




Des entiers, qui produisent un palindrome en k étapes, quand ils sont écrits en base
b=10, produisent aussi un palindrome dans une autre base, mais en moins d’'étapes.

Exemple : n=87., (basedix) : palindrome en k=4 étapes
n=106, (base neuf) :  palindrome en k=1 étape
base dix : base neuf :

RIS T RESRG)| < n smny)  ngsym(ny
--__ 106 601 707

1353 3231 4884

n=87,,=1010111, (base deux) : palindrome en k=2 étapes

11001100 00110011 11001100
+ 00110011
= 11111111




Quelques caractéristiques :

Si 'opération retournement-addition produit un palindrome en k étapes, on
constate que :

-le nombre d'étapes k de EN RGN
I'opération retournement- L e )4 69
addition n’est pas lié au S 61 1 99

: 12 1 33
nombre de chiffres 82 2 121
13 1 44
représentant un entier donné. 83 1 121
14 1 55
84 2 363
15 1 66
85 2 444
: 16 1 77
- le nombre k varie avec la base
86 3 2332
4 o 17 1 88
e numeration. e 99 87 4 4884
19 2 121 88 0 88

- aucune régularité n’apparait 20 1 22 80 24 8813200023188
parmi les entiers 90 1 99
correspondant a un
palindrome P en k étapes.

Aucune régularité parmi les entiers dans la suite des entiers

produisant un palindrome



3-1-2) Nombres de LYCHREL et Conjecture 196

Un nombre de Lychrel® est
un entier a partir duquel il est
Impossible de produire un
palindrome en lui appliquant

I’algorithme 196.

En fait, a ce jour, personne n’'a prouve qu'un entier, en base 10

ou autre, produit une suite infinie d’entiers non palindromiques !

(*) Lychrel serait le quasi-anagramme du prénom Cheryl




Si vous essayez d’obtenir un palindrome par « retournement-
addition » a partir de I'entier 196, bon courage !

Des millions de termes de la « suite 196 » ont été calculés par ordinateur,

sans jamais produire de palindrome !

D’ou la conjecture appelée Conjecture 196 :

196 est le plus petit entier qui ne produit jamais de palindrome

par retournement-addition.




3-2) Régularités dans les Mots
Carrés, Cubes et Cadences

3-2-1) Complexité d'une Suite de Mots - Régularités dans les Mots

Une suite de mots est d'autant plus "compliquee” qu'elle a
"beaucoup" de facteurs différents, en particulier des sous-moits.

Mais on a pu montrer que :

Sur un alphabet fini, un mot quelconque posséde des
régularités, pourvu qu’il soit suffisamment /ong.

Un des thémes de recherche en combinatoire de mots est de
montrer I'existence de certaines réegularités comme, entre autres :

- les carrés et les cubes, qui font partie des répétitions,

- les chevauchements,

- les progressions arithmetiques ou cadences,
et de determiner dans quelles conditions elles sont évitables ou
inévitables.




3-2-2) Carrés et Cubes — (1) Le cas du mot de THUE-MORSE

On peut voir facilement que :

Pour un alphabet A={a,b} de n=2
lettres, les seuls mots SANS CARRE
sont : a, b, ab, ba, aba, bab.

Donc :

Le mot de THUE-MORSE contient des

CARRES.

On a, entre autres carrés :

p'(0) =01
u2(0) = 01 10
13(0) = 01 10 10 01

p40)=01101001 1001 01 10

En revanche, A. Thue a montré que :

Le mot de THUE-MORSE
ne contient pas de CUBE.

Mieux vautichercher une aigui
tte de foj f
cube dansu 4Thue-Mor ell

caa |

aal

be

A
£6a

baa

¢a¢@
aaba

| aalb

abaa

abal
abla
ablbl
¢6eL
fba
Gbaa
tbab
Gaaa
baak
Gaka
fabt




3-2-3) Carrés et Cubes — (2) Autres Suites de Mots

Axel Thue, qui s’était donné pour but de classer toutes les suites sans

carré, a aussi construit d’autres mots infinis sans carreé :

1) On définit un mot ternaire (sur 3 lettres) par la

transformation suivante :

abac
babc

bcac , silalettre avant c est a

O 0 T o

Lyl

acbc , silalettre avantcestb

En partant de la 1ére lettre a, on obtient: abac

La 2éme lettre est b, on ajoute babc : abacbabc
La 3éme lettre est a, on ajoute abac : abacbabcabac
La 4éme lettre est c précédée d’'un a ; on ajoute bcac : abacbabcabacbcac

On obtient un mot infini sans carré débutant par : abac|babc|abac|bcac]|...



i) Sur l'alphabet A={a,b,c,d} et a partir du mot abacbc, a — adbacbc
on définit les 4 transformations obtenues en
insérant la lettre d a 4 emplacements différents. b — abdacbc
A partir des 4 _mots ainsi obtenus, on définit la c — abadcbc
transformation suivante : d — abacdbc

Quand la k. __ lettre du mot m_. déja forme est I'une des lettres a, b, c ou d,
on ajoute au mot m__ I'image de la lettre rencontrée au rang k ...

K=1:on part de I'image de a ; on obtient : m.=adbacbc,
K=2 : on ajoute a m_ I'image de d et on obtient : m =adbacbc|abacdbc
K=3 : on ajoute a m, 'image de b et on obtient :
m,=adbacbc|abacdbc|abdachbc
K=4 : on ajoute a m, I'image de a et on obtient :
m,=adbacbc|abacdbc|abdachc|adbacbc
Et ainsi de suite ... On a par exemple, au rang K=7 :

m_=adbacbc|abacdbc|abdacbc|adbacbc|abadcbc|abdacbc|abadcbc]...

K=1 K=2 K=3 K=4 K=5 K=6 K=7

Le mot m_est un mot infini sans carré (lorsque k tend vers l'infini).




3-2-4) Mots et Cadences — La Conjecture de BAUDET
et le Theoreme de van der WAERDEN

En 1927, B. van der WAERDEN démontrait le théoreme suivant ;: @

Etant donnée une partition finie
E={X, UX,U...UX},

il existe au moins un élément X de E qui contient
une progression arithmétique de longueur arbitraire.

Quelle relation entre ce résultat et la combinatoire des mots ?

Ce théoreme est une reformulation de la B. L. v.d. WAERDEN

(1903-1996)
CONJECTURE de BAUDET "

Il existe un nombre N(L,K), tel que, pour un alphabet de L lettres,

tout texte formé de plus de N lettres contient au moins une

cadence d’ordre K.

(a) Il existe plusieurs formulations de ce théoreme
(b) Baudet, mathématicien hollandais, mort au début du XXé siécle. On n’en sait guere plus sur lui et sa conjecture.



Exemples de Partitions

i) Lensemble X, ={2, 4, ..., 2n, ...} des nombres pairs et I'ensemble X,={1, 3, 5, ...,
2n+1, ...} des nombres impairs forment une partition de I'ensemble des entiers.

ii) Lensemble P, ={2, 3, 5, 7, 11, 13, ...} des nombres premiers et I'ensemble
P,={2,4,6,8,9, 10, 12, ...} des nombres non premiers forment une partition de
'ensemble des entiers naturels.

4 Qu’est-ce qu’'une CADENCE ?

Une succession d’objets distincts (événements, résultats d'un jeu, montants
économiques, etc.) peut étre représentée par une suite correspondante de symboles
distincts eux aussi. Ainsi la suite formee de +, = et — montre deux regularites

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

+ + = + = = - 4+ 4+ = = + = - - + + = = + = - - + - +

Il
+

+ + + + + + +

INEREREESRERRNERNREAA

S,, progression arithmetique du symbole +, situé aux rangs 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28 ;
S_, progression arithmeétique du symbole =, situé aux rangs 3, 11, 19, 27. La raison de
S, estr,=4 et celle de §_est r,=8 (le sens des symboles +, = et — nimporte pas ici).

—p |
4>




On appelle cadence une suite arithmétique, construite sur un alphabet de
longueur donnée L et caractérisee par :
- son ordre , c’est-a-dire le nombre K de ses termes,

- sa raison.

L’alphabet est ici A={+, =, — } de L=3 termes.

La suite S, est de raison r,=4 et d'ordre K =7 ; il existe en effet 7 éléments

dans cette progression arithmétique. On parle de cadence d'ordre 7 et de

raison 4.

La suite S_ est de raison r,=8 et d'ordre K,=3 ; il existe en effet 3 €lements

dans cette progression arithmétique. On parle de cadence d’'ordre 3 et de

raison 8.




4 Exemple de construction de Textes a partir d'un Alphabet A={a,b} ©

Avec un alphabet A={a, b} de L=2 lettres, on construit des fextes représenteés, soit par un tableau,
soit par un arbre. Si I'on prolonge d’une lettre (a ou b) chaque ligne du tableau (chaque
branche de I’arbre), on fait apparaitre au moins une cadence d’ordre K=3 !

1 aabaahb
2aababba
3 laabbaabob
4 a abbabaa
5 aabbaboba
6 ab aabaab
7 ab aabba
8 ababbaahb
9 lababbahb
10| a b b a a b b a
11 a b b ab a a
12 a b b a b b a

Tableau des Textes formés
sur l'alphabet A={a,b}

Le a ou le b est la lettre ajoutée et les a ou b sont les

autres lettres de la suite arithmétique de la ligne du tableau
ou de la branche de l'arbre.

Les textes les plus longs, écrits avec L=2 lettres, qui ne

comportent pas de cadence d’ordre K=3 [n°s 3, 9 et 10]

sont donc formés de 8 lettres, autrement dit :

N(L,K) = N(2,3) =

ou

crmrw>»-
m>xw x>

Arbre des Textes formés sur I'alphabet A={a,b}

(*) D’aprés J. Gardelle, Th. Guilbaud, « Cadences » (« Mathématiques et Sciences Humaines », tome 9, 1964)



3-3) Des MOTS et des NOMBRES

3-3-1) Palindromes dans Différentes Bases de Numération, etc

¢ Un palindrome reste-t-il un palindrome, avec ou non le méme nombre de
chiffres, quand on I'écrit dans une autre base de numération ? ©)

Par exemple, I'entier
N = (207702)

10’

qui est un palindrome a 6 chiffres (un 6-palindrome) en base décimale, est
encore un 6-palindrome quand on I'écrit en base octale :

N = (625526)..
Aux dernieres nouvelles, on aurait le résultat suivant, obtenu par ordinateur :

Il existe exactement k=203 entiers positifs N tels que, pour un entier
d = 2, N est un d-palindrome, en base b=10 aussi bien gu’en une base

b#10. Precisément : les nombres N parcourent I'intervalle
[22, ... ,9986831781362631871386899]

avec
d=2,3,4,5,6,7,9,11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25.

(*) GOINS Edray, Palindromes in different bases



Le recours a [lordinateur
s'impose pour rechercher les
palindromes dans differentes
bases ...

Ici, quelques palindromes en

base 10 et en base 2.

Regan Rick, « Finding Numbers That Are
Palindromic In Multiple Bases »

010

1y

310

510

710

910

3310

99,0
31340
58510
1740
ThdTro
9009,
153510
3222310
399934
5323510
5383510
737370
58558510
1758571,
193439150
19797914
3129213,
507170540
525952519

1,

101,

111,

1001,

100001,

1100011,

100111001,

1001001001,
1011001101,
1110100010111,
10001100110001,
1110111110111,
1111101110111,
1001110000111001,
1100111111110011,
1101001001001011,
10010000000001001,
10001110111101110001,
110101101010101101011,
111011000010000110111,
111100011010110001111,
1011111011111101111101,
10011010110001101011001,
10100000100000100000101,




¢ Autre objet de recherche: gu’en est-il des carrés des palindromes ?
Existe-t-il des b-palindromes au carré, et pour quelle(s) base(s) b ?

La réponse est oui, comme le montrent les listes ci-dessous, obtenues sur
ordinateur, qui présentent des 10-palindromes au carré et des 10-
palindromes au cube :

Certains palindromes restent des palindromes

quand on les élévent au carré éj 5
1=12, 4=22, 9=38 ..., 222=484, 112=121, 26°=676, Dot
1112:12321, 2022:40804, 1@1, 1030301

111, 1367631

. , . : 1001, 1003003001
Certains carrés sont des palindromes, mais pas 2201 10662526601

leur racine carrée :

264°=69696, 307°=294249, 836°=698896, ...

L M
L=

11, 121
22, 484
26, 676
191, 16201
111, 12321
121, 14641
202, 40804
212, 44944
264, 69696
307, 94249
On trouve, par exemple, des résultats comme celui-ci : ﬁggiﬁiggggm

1111, 1234321

Pour toute base be{3,5,6,7,8,9}, il existe une 2002, 4008004
2285, 5221225

infinité de b-palindromes au carré. 2636, 6948496




3-3-2) Palindromes et Nombres Premiers

La recherche sur les palindromes reste tres active, notamment en relation avec les
nombres premiers ...

1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
2 3 2 7 11 101 131 151 181 191
313 353 373 383 727 797 787 797 919 929
Exemp|e : 10301 10501 10801 11311 11411 12421 12721 12821 13331 13831

13931 14341 14744 15451 15551 16061 16361 16561 16661 17471
La recherche des
17971 18181 | 18481 19351 198591 19991 30103 30203 30403 30703
pa"ndromes CIUI 30803 31013 31513 32323 32423 33533 34543 34843 35053 35153
35353 | 35753 36263 36563 37273 37573 38083 38183 38783 39293
sont des nombres 70207 70507 TO807 71317 71917 72227 72727 73037 73237 | 73637
premiers. 74047 | 74747 | 75557 76367 TGEET Ti377 77477 T7e77 78487 TBTET

78887 79397 79697 79997 90709 91019 93139 93239 93739 94049

94349 94649 94849 94949 95859 96269 96469 96769 97379 97579

97879 98389 98689 1003001 1008001 1022201 1028201 1035301 1043401

(Source : Prime-numbers.info)



3-3-3)

Palindromes au Carré et Carrés Magiques

On calcule les
carrés de chacun
des entiers 2 3
chiffres situés sur
les lignes,
colonnes et

diagonales d’'un
carré magique 3x3

Certains " 6

, )
palindromes

offrent des 7

surprises ... 2

] ... comme
3 élements d’'un
1 carré magique !

il

Puis on calcule les
carrés des
palindromes de
chacun de ces
entiers ...

6182 + 7532 + 2942
6722 + 1592 + 8342
6542 + 1322 + 8792
6392 + 1742 + 8522
6542 + 7982 + 2132
RO3" LT 258"

8162 + 3572 + 4922
DTR% <0517 £-4382
4562 4 2312 + 9782
9362 + 4712 + 258°
4562 + 8972 + 3122
3962 + 4172 + 8522

La somme des carrés des entiers est égale a celle des carrés de leurs

palindromes, pour tout carré magique 3x3 et toute base numération !

(*) D’aprés BENJAMIN Arthur, YASUDA Kan, « Magic Squares Indeed ! »




T
|

Edward Waring

Base de la
(1736-1798). g(k) = 9(2) =4 = représentation =
nous dit que . Nombre de termes
] T de la somme
Exposant
‘ (ici : 2)
\

3-3-4) WARING et LAGRANGE au Pays des Mots

Le mathématicien anglais Edward WARING a conjecturé que :

Chaque entier naturel est la somme d'un nombre g(k) de
puissances k.. d’'entiers.

Le théoreme de LAGRANGE, qui correspond au cas de

Tout entier naturel est la somme d’au plus 4 carrés ‘

Exemples [cas de g(2)=4] :

37
S7
204
204
983

62+ 12+ 0%+ 02 36+1+0+0
72 + 22 + 22+ 0? 49+4+4+0
142 + 22 + 22+ (? 196 +4+4+0

132+ 52 + 22+ 12
217 + 22 +7%+32

169 +25+9+1
441 + 484 +49+ 9




La combinatoire des mots s’est emparé du probleme de Waring.

La notion utilisée a cette fin est celle de carré binaire ou bien celle de cube
binaire. On appelle ainsi un entier qui est un carré ou un cube en base b=2.

Exemples :

Les entiers :
3,,=1001, 36,,=100100,, 45, ,=101101,, ..., 627 = 101110011, etc.

sont des carrés binaires.

Les entiers :
7,=111,42 =101010, 511  =111111111 , 3549 ,=110111011101,, etc.

sont des cubes binaires.

Les résultats obtenus n’utilisent que tres peu la théorie additive des nombres.
Parmi les résultats recents, on trouve par exemple le suivant :

Les carrés binaires forment une base d’ordre 4 : tout entier

naturel N>686 est la somme de 4 carrés binaires.




4 JEUX de Maths et JEUX de Mots

1-LOULIPO et les MATHS des MOTS :

- Des Mots et des Graphes ... revus par 'OULIPO,

- De la SUITE dans les Mots a 'OULIPO.

.......................................

0234688801 1T 1 TX¥188R1 212721888213 218

2 - JOUER avec les MOTS

.......................................

0234688801 1T 1 TXF188B1 2712721 8E8213218




4-1) | LOULIPQ Ouvroirdelitterature ot |Jag MATHS des MOTS

Potentielle

4-1-1) Des MOTS et des GRAPHES ... revus par TOULIPO

A I'OULIPQ, on fait un usage original des graphes. Ainsi, Raymond Queneau
proposa “un conte a votre facon”, construit a 'aide d’un graphe : ¥

(1) Désirez-vous connaitre I'histoire des_trois alertes petits pois ? Si oui, pas-

sez a 4, si non, passez a 2,

(2) Préférez-vous celle des trois grands
maigres échalas ?
Si oui, passez a 16 , si non, passez a 3.

(3) Préférez-vous celle des trois moyens
mediocres arbustes ?
Si oui, passez a 17, si non, passez a 21.

[...] ici, le texte des étapes [4] a [20]

(21) Ici aussi, le conte est terminé.

L'auteur construit son recit d'apres le (*) Michéle AUDIN, « L'OULIPO et les mathéma-
choix qu'il fait des sommets du graphe ! tiques-Une description » (Voir Annexe 1)




4-1-2) De la SUITE dans les MOTS a I’'OULIPO

AT'OULIPQO, on joue bien sir avec les mots de tous les jours ...

Un jour de canic
sur un véhic
ol je Circ

, gestic

un funamb

au bulbe munusc
. a la mandib

en virg

et au capit

ridic

Un somnamb
I'acc

et I'ann

. 'autre artic

: crap

. mais dissumn
SES sCrup

. Irec

.capit

Raymond Queneau (1903 1976)




... On s’exerce ainsi a produire des

suites de lettres, dont certaines sont

bien connues et d’autres inhabituelles
- anagrammes et ambigrammes,

- palindromes et quasi-palindromes,

- monovocalismes, ... >

Un burg d’Ulm

Sur un mur nu, dur (du stuc) d’un brun urubu
un club fut vu, plus d’un pull, un tub
(nuls) ; un fit.

Sir? Hum hum.

Du brut? uncru?

Du fiit, mu, chu du mur dur, un r crit,
un flux sdr, un jus dru, mir: du rhum.
Nul uru vu, nul Ture, nul Ubu.

Chut!

Sus!

Bubu l'urubu but.

Turlututu!

Mais on y crée aussi des objets mathématiques, comme certaines

suites de nombres plutét insolites -

- suite s-additive, créée par Raymond QUENEAU

lui-méme,

Voir : Jean-Paul DELAHAYE,

- suite de décimation « La suite du lézard et
’ autres inventions »

- suite des nombres seconds.

Raymond QUENEAU




La suite des Nombres Seconds
¥ Comme une généralisation du Crible d’Eratosthéene, Eric
ANGELINI a créé la suite des nombres (entiers) seconds :
A - le premier des entiers seconds est le second entier parmi
les entiers supérieurs a 1 ; c’est 3 ; on le marque en bleu.
On marque ensuite en rouge tous ses multiples : ils ne

pourront pas étre des nombres seconds.

Eric ANGELINI
en 2007

B - le deuxieme nombre second est « le second entier, non divisible par un
nombre second déja trouve, et plus grand que ceux déja trouves » ; c’est 5.

Ses multiples sont a leur tour marqués en rouge.
C - on recommence l'opération B aussi longtemps que possible.

On obtient ainsi la )2;51 4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,

seconds en bleu : | 338, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48...

liste des nombres — | 21,22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 28, 30, 31, 32, 33, 34, 25, 56,

© Diverses questions se posent sur les nombres seconds, par exemple :
- Comment dénombrer les nombres a la fois premiers et seconds

(comme 3, 13,17, ...) ?

- Tout nombre pair assez grand est-il la somme de deux nombres
seconds ? (version de la conjecture de Goldbach pour les nombres

seconds).




4-2) Et pour FINIR ... un PETIT JEU avec des MOTS

De nombreux jeux ont été imaginés pour « triturer » les mots et les phrases
des langues naturelles ... en se remuant les méninges !

En sS’inspirant des opérations, plus ou moins modifiees, d’insertion, de
suppression, de substitution ou de transposition de caractéres adjacents, on
peut créer de nombreux exercices comme celui-ci :

Ali Bg,bg_et la formule magique

£ Kifpenicker - Fololia.com

D’apres Tangente, n° 184, p 46
Solution en Annexe 2

Ali Baba doit trouver la formule magique pour
ouvrir la caverne au trésor des 40 voleurs.

La formule doit commencer par le mot B et finir
par le mot BBABB. Et chague nouveau mot
doit s’obtenir du précédent en remplacant une
ou plusieurs lettres consécutives, en appliquant
les régles suivantes :

- AAB peut étre remplacée par A,

- B peut étre remplacée par BAA,

- AA peut étre remplacee par BB.

Combien de mots Ali doit-il prononcer au
minimum, y compris ceux du début et de la fin ?




Téte ancienne, vide
de mots ...

Téte actuelle, pleine
de mots ...

C’est a partir des animaux que les mots
ont fait les humains,

Mais hélas aujourd’hui, parfois, un trop
plein de mots nuit,

Et abuser des mots souvent veut dire en
venir aux mains.

Au contraire, en combinatoire des mots,
rien de tel ne se produit,

Car avec force bons mots et jeux de
mots laids,

A personne, personne ne déplait ...

A ceux qui ne sont pas matheux,
Reste assurément le plaisir

De fréquenter tout a loisir

Pérec et Queneau parmi ceux
Qui, des mots la combinatoire,
Ont fait un jeu jubilatoire !

Et ...

Depuis les premiers
ages, au fond de sa
caverne, I'homme
fabrigue des mots ...

... de la réunionite
aigué !




ANNEXE 1

Un Conte a
votre facon

Etapes 1 a 12

.

1k

11.

Desires-vous connaitre I'histoire des trois alertes petits pois?

A, s1oul, passex a4

. =1 mon. passez i 2
Preferez-vous celle des trois minces grands échalas?

A, s1owl, passez a 16

k. s mon, passes a b
Préféree-vous celle des troas movens médiocres arbustes?

A, siowl, passeza 17

b, s1mon, passeed 21
Il ¥ avait une fods trods petits pois ves de vert gui dormaient gentiment dans lewr cosse.
Lewr wvisage bien rond respirail par les trous de leurs narines et U'on enfendait leur ronflement
doux et harmonieux,

a, s vous preféres une autre description, passez 3 9

k. =i celle-ci vous comnvient, passcz 8 5
Ils ne révaicnt pas. Ces peetits Eires en effcr ne révent jamais.

a. &1 vous préférez quiils révent, passez a 6

. sinon, passcz a v
Ils réwvaicnt. Ces petits étres en effet révent towjours ot lewrs nuits séerétent des songes
charmanis.

a. sl vous désirer connaimre oos songes passer & 1l

b, =1 vous n'y tenez pas, vous passez i 7
Leurs pieds mignons trempatent dans de chaudes choussettes ot 1ls portalent au lit des gants
de velours naoir.

A, shovous prefenes des gants dume awire couleur passees a 8

b, s1cette couleur vous convienl, pass<ez a 10,
s portasent an Lt des gants de velours Bleu

A, s1ovous prefénes des gants dume awre couleur, pass=es 4 7

k. si cette conleur vous convient, passez & 10
Il ¥ avait une fods trods petits pois gui roulaient leur bosse sur les gramds chemins. Le soir
wvernu, fatigués et las, ils Sendormirent trds rapidemvent,

a,  siovous désirez connalitre la suite, passez 4 5

k. simon, passez a 21
Tou=s le= frois faisaient le méme réve, ils Saimaient on cffet tendrement ct, en bons fiers
rumeaux, songeaicnt towjours semblabloment.

a. 81 vous désirez conmaiine lewr réve, passcez & 11

. =51 mon, passcza 12
Ils révaient gu'ils allaient chercher leur soupe & la cantne populaire ot qu'en ouvrant leur
gamelle ils déecouvralent gque o'était de la soupe d'ers. D'horreur, ils se révelllaent.

a.  sivous voulez savolr pourgquad ils s éveillent d'horreur, consultez le Larousse au mod

werss ot n'en parlons plus
k. siwvous jugez mutile d'approtondir la gquestion, passez a 12

L Dpopoi? s'tonent-ils en owvrant les yveus, Opopod! Quel songe avons-nous enfanté B!

MMawviis présage, dit le premer. Chuai-da, dit le second, dest bien vean, me voild tnste, MNe
wvius troubles pas wins, di le troesiéEme gqui edait le plus fueeé, 1 ne s'agil pas de s'Emaouvoir,
mais de comprendre, brel j@ mien viis vous analyser ¢a,

a,  siovous désirez connaliitre tout de suite 'interprétation de ce songe, passez i 15

k. si vous souhaitez au contraire connaitre les réactions des deux autres, passez 4 13




Un Conte a
votre facon

Etapes 13 a 21

13.

14,

15,

18,

140,

20,
21.

Tu noaes la Eailles belle, dit le premicr. Depuls guand sais-te analyser les songes™ i,
depuis guand sais-te analyser les songes™ O, depuis quand? ajouta le scoopnd.

a. s vous désirer aussi savoir depuais quand, passex a 14

b. s pon, passce & 14 ot de medme, car viouws e le saurcz pas plas
Drepuis quand? s'écna le troisiéme. Est-ce gue je sais mot? Le fait est gue jo pratigue la
chose. Vous allex vour!

a.  s1 vous voullez vouws aussi voir, passcz a 15

b. s mon, passcr cgplement a 15 car vwous me veImeE riem.
Eh baen! voyons, dirent ses Fréres, Volre aromee ne mve plant pas, répliqua Maoatre, ¢l vous e
soures rien. DMallewrs, au cours de cetle conversation dum lon assee vifl volre senbiment
d'horreur ne est-il pas estompé? eflface méme? Alors quol bon remeer le bourbier de votre
mconscient de papibonacdes? Allons plutdd nows laver § Lo fontaine ef saluer G gai matin
dans 'hygiéne 1 la sainte euphorie! Aassitdl dit, aussitd G les voild gui =e glissent hors
de leur cosse, e laissent doucement rouler sur le ol et puis au petit trot gagnent
joveusement le th&ire de leurs ablutions

a. s vous désirez savoir g gqui se passe sur le thé&fitwe de leurs ablutions, passer & 16

b, si vous ne le désirer pas, vous passer & 21
Trois gramds &chalas les regardaient Faire.

a. st les trois &chalas vous déplaiscni, passcx § 21

b. s'ils vous convicnment, passcx & 18

. Trois meoyens médiocres arbustes les regardaicnt faine.

a.  s5i les trods moyvens médiocres arbustes vous déplaiscent, passez 4 21
b. s'ils vous conviennment, passez a 18
Se voyant ainsi fyeutes, les trois aleries petits pois qui ctaient fort padigees s'ensauveremnt.
a.  s1 vous désirez savolr o2 gu'ils firent enswuite., passcz a 19
b. s1vous ne le désirez pas. vous passcxz &a 21
s coururent bien fort pour regagner leur cosse e, refermant celle-on dernere cux, s’y
emndormirent de mouvens,
. 51 vous désirer conmaitre la suite, passes 5 20
b. =1 vous ne le dédsirez pas. vous passez 4 21
Il o'y a pas de suite le conte est termmind,
MDans ce cas, le conte est Egalement termind.

a4 ]
1 —

Fipure 1| — Graphe du «Conte & votre facon:s




ANNEXE 2 — Solution du Jeu « Ali Baba »

Sept mots sont nécessaires pour obtenir la formule magique :

Départ Regle appliguee Résultat

1 B B — BAA BAA

2 BAA AA — BB BBB

3 BBB B — BAA BBAAB
4 BBAAB AAB — A BBA

5 BBA B — BAA BBAAA
6 BBAAA AA — BB BBABB

7 BBABB




Quelques Références sur la combinatoire des Mots

Allouche Jean-Paul, Théorie des Nombres et Automates

Audin Michéle, L'OULIPO et les mathématiques--Une description
Autebert Jean-Michel, Théorie des langages et des automates

Berstel Jean, Mathématiques et informatique-2-Combinatoire et arithméti-
que-Problemes résolus

Berthé Valérie, Combinatorics, automata and number theory

Hopcroft John, Introduction to automata theory, languages and
computation (2007)

Lothaire, Combinatorics on words

Lothaire, Algebraic combinatorics on words

Lothaire, Applied combinatorics on words

Rigo Michel, Formal Languages, automata and numeration systems

Yvon Francgois, Théorie des langages-Notes de cours




A signaler, pour les personnes fres intéressees, ce
récent article sur le théoréme de van der Waerden :

Blondal Ari, Jungic Veselin, Proof of van der Waerden Theorem in Nine
Figures (Storry Brook Univ., aott 2018)

Quvrages instructifs et récreéatifs

Bellos Alex, Alex au pays des chiffres (sur 1089)
Berna Henri, Palindromes, monotypes et autres bizarreries numeériques
Wells David, Dictionnaire Penguin des nombres curieux

Sur la toile :

Dr Math, Making Numbers into Palindromic Numbers

MathPages, Digit Reversal Sums Leading to Palindromes

PIN Jean-Eric, Automates finis et applications

Villemin Gérard, Palindromes (http://villemin.gerard.free.fr/\Wwwgvmm/
Formes/PalRetar.htm) [treés jolie présentation !]
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