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Choix d’une représentation adéquate

'A representation is a formal system for making explicit certain entities or
types of information, together with a specification of how the system does
this. For example, the Arabic, Roman and binary numerical systems are
formal systems for representing numbers. [...] A representation therefore is
not a foreign idea at all, we all use representations all the time. However, the
notion that we can capture some aspects of reality by making a description
of it using a symbol, and that to do so can be useful, seems to me a
fascinating and powerful idea ... This issue is important, because how
information is presented can greatly affect how easy it is to do different
things with it. This is evident even from our number example : it is easy to
add, to subtract and even to multiply if the Arabic or binary representation
are used, but it is not at all easy to do these things, especially multiplication,
with Roman numerals. This is a key reason why the Roman culture failed to

develop mathematics in the way the Arabic culture had.’
David Marr, 1982
Vision
Freeman



Une représentation pour la musique
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Une représentation pour la musique
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Choix d’une représentation adéquate

‘Si nous considérons un morceau de musique contenant plusieurs mesures
et qu'une note, la par exemple, figure une fois dans le morceau, I'analyse
harmonique nous présentera la fréquence correspondante avec une
certaine amplitude et une certaine phase, sans localiser le /a dans le temps.
Or, il est évident qu’au cours du morceau il est des instants ou I'on n’entend
pas le /a. La représentation est néammoins mathématiquement correcte,
parce que les phases des notes voisines du /a sont agencées de maniere a
détruire cette note par interférence, lorsqu’on ne I'entend pas et a la
renforcer, également par interférence, lorsqu’on I'entend; mais s’il y a dans
cette conception une habilité qui honore I'analyse mathématique, il ne faut
pas se dissimuler qu’il y a également une défiguration de la réalité: en effet,
quand on n’entend pas le /a, la raison véritable est que le /a n’est pas émis’'.




Choix d’une représentation adéquate

'On peut avoir intérét, en théorie des communications, a représenter un
signal oscillant comme superposition d’ondelettes élémentaires, dont
chacune possede a la fois une fréquence et une localisation dans le temps
assez bien définies. L'information utile est en effet souvent vehiculée a la
fois par les fréquences eémises et par la structure temporelle du signal
('exemple de la musique est caracteristique). La représentation d’'un
signal comme fonction du temps exhibe mal le spectre des fréquences en
jeu, alors qu’au contraire son analyse de Fourier masque l'instant
d’émission et la durée de chacun des éléments du signal. Une
représentation adéquate devrait combiner les avantages de ces deux
descriptions complémentaires, tout en présentant un caractere discret
mieux adapté a la théorie des communications.’




Joseph Fourier
(1768-1830)




John Tukey
(1915-2000)
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James William Cooley
(1926-2016)




Transformée de Fourier

Signal a ,
analyser:  f(@) € L*(R) N L*(R)

Analyse
Coefficients ~ o .

ik
de ranalyse : [ (k) :/ flx)e ™ *dx
— 00
Synthese

Signal I .
reconstruit :  f(x) = / f (k‘)ezzﬂk dk

Conservation du produit scalaire

[ 7@ h@da= [ RiE)-f-p



Principe d’incertitude de Fourier
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Transformées intégrales

Nnalysis 74 );/( (X) Y X7)ax
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Pavage de I’espace de phase

Gabor D | Ondelettes
(1946) A (1984)

Représentation en Ax Ak = A Représentation en
position-nombre d'onde | pavé d’information position-échelle




Dennis Gabor Eugene Wigner
(1900-1979) (1902-19995)




Jean Morlet
(1931-2007)




Parametec s

Sampl ing frequency: 44 .1 kH=z

Number of voice per octave = 1
index = 1 frequency = 4000 H=x

Highest voice:
index = 7_ frequency = 93.7 H=z

Lowest voice:
Time window = 18 ms ‘_;;JBHD/'JZ:’A"/M’cz (73LPjL)
.
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Roger Balian
(1933)
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‘Je ne suis pas spécialiste de l'interprétation temps-fréquence,
mais je connais quelqu’un qui est plus spécialiste que moi'.
Réponse de Roger Balian a Jean Morlet en 1981




Alex Grossmann
(1930)




Premiers articles publiés sur la CWT




CIRM-SMF, Marseille-Luminy, 2008

Pierre Goupillaud Alex Grossmann




Choix de I'ondelette ‘meére’

Condition d’admissibilite
1~ 2 dk
C¢=/ ‘w(k) T < o0
. : ]
/ Y(z)de = 0 or ¥(0) =0
Génération de la famille d’ondelettes analysantes

par translation (b) et par dilatation (a)
de I'ondelette ‘mere’ choisie

1 x—0b
¢a,b(m) — % 'Qb ( a )
{b\a,b(k) = \/a P(ak) e 12T




Transformée continue en ondelettes

Alex Grossmann
Jean Morlet Analyse _— .

flah) = [ f@uise e

Synthese
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Ondelettes a valeurs réelles

Ondelettes -
vues dans o
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Ondelettes a valeurs complexes

Ondelette de Morlet
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Famille d’ondelettes analysantes

Petites échelles
Physical space complex Morlet

70F

AX
60 -—J‘

401

301

201

10F

0

0 0.2 04 0.6 0.8
, position x
Grandes échelles

Espace physique

FFT(complex Morlet)
09 T .
o Y
a=18 '
. lkc=6.4 J1
| a=1/16
06} I", k =12
|
051111 a=1m2
[I n k =255
0.4' | | ‘ll '|| ¢
I
a=1/64
0.3r] | |‘ Iu' lol /\\ k =509
| | / \
L | I \ ‘\-
2 e
a r, "I",,‘ C_ ’
0 A A \ Ak
0 01‘# g L i
0 50 100 150

wavenumber K

Espace spectral

AX Ak > A

200



Exemple d’analyse de signaux academiques

7 = R Signal dans I'espace physique
: Signal
Grandes... _
: e
échelle” Partie réelle des coefficients d’ondelettes du signal transformé

Petites Dlll"ﬂ"“”“)))
échelles ‘ ..‘. .. .

Module

Tz

odule des coefficients d’ondelettes du signal transformé

Phase

Phase des coefficients d' ndelettes du signal transformé
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cos(t)+0, 02c0s(2t)
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sin({)
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Signal dans I'espace physique

Spectre de 10
Fourier .. . ,
. Module des coefficients d’ondelettes du signal transformé Petites
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Signal dans I'espace physique

Spectre de
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Signal dans I'espace physique

Spectre de
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Transformée en ondelettes continues 2D

Romain

Jean-Pierre Murenzi

Antoine

W ——————

B Assmen

Ondelette ‘mere: Morlet 2D

La famille d’'ondelettes analysantes
est engendree par translation,
dilatation et rotation
de 'ondelette ‘mere’
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Ondelettes a valeurs réelles 2D

(@) = (- 1)

N

Le TeO agit comme
un filtre passe-bande
Isotrope
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Ondelettes a valeurs complexes 2D
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CIRM-SMF, Marseille-Luminy, 2011

Alex
Grossmann

Jean-Claude
Risset

Ginette
Saracco




CIRM-SMF, Marseille-Luminy, 2011

Bruno Torresani Thierry Paul Alex Grossmann

Richard Kronland-Martinet Kai Schneider




CIRM-SMF, Marseille-Luminy, 2011

Jean-Pierre Kahane Yves Meyer






Comment discreétiser la représentation

La TeO d’un bruit blanc Gaussien

revele le noyau reproduisant de I'ondelette
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C’est la corrélation entre toutes les ondelettes qui
correspond a la redondance entre les coefficients d'ondelettes
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Wavelet frame

We can then select a finite number of wavelets
restricted to a discrete grid optimally chosen such that
the wavelet family associated to this grid constitutes
a quasi-orthogonal basis =—=> a wavelet frame
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Wavelet frame

A wavelet frame is a discrete subset of
independent wavelet coefficients such that
energy Is quasi-conserved

Alf?I <) K a)l® < BIff
ji

=

we can reconstruct any function of Hilbert space
from the discrete subset of wavelet coefficients.

I. Daubechies, A. Grossmann and Y. Meyer
Painless non orthogonal expansion
J. Math. Phys. 27(5), 1986

If the frame bounds A=B we have an tight frame
and if A=B=1 we have an orthogonal basis.






Orthogonal wavelets

There exist special wavelets
'l)bjz' = 2j/2¢(2j33 — ’I,)

orthogonal to all their translates (indexed i)
and to all their dilates (indexed by j).

Since wavelets have zero mean, they correspond to
pass-band filters sensitive to details but insensitive to the mean
and one should complement them with a scaling function
which corresponds to a low-pass filter.

=
The wavelet family ",bjz' plus the scaling function ¢z

give a complete representation in L2(R) and
they constitute an orthogonal basis of L?(R).



Choice of the mother wavelet

1. Locality :
Y should have rapid decay at infinity.

2. Smoothness:
Y should have (r-1) continuous derivatives
and a bounded derivative of order .

3. Orthogonality of the translates and dilates :
by discrete steps x=27i in space
and discrete steps |1=27in scale
corresponding to a dyadic tiling of wavelet space.

%-7; — 2j/2¢(2j33 — Z)



Compactly supported wavelets

In 1909 Alfred Haar constructed an orthogonal basis
of translated and dilated functions generated from

a compactly supported fonction which is not smooth.

‘About 80 years were needed until Ingrid Daubechies
proved that for r > 0 one can construct v(x) of class C’
with compact support satisfying the above conditions.
If y(x) is compactly supported Pierre-Gilles Lemarie
has proven that there exists multiresolution analysis
behind this orthogonal basis.’

Yves Meyer

Based on those works Stéphane Mallat has proposed
a fast wavelet algorithm which is used for most
orthogonal wavelet applications.



Orthogonal wavelet transform

Wavelet analysis :

J;;'z' = (Pji| f) with  Pj; = 2j/2¢(2j33 — 1)

a,=2 b,=1

Wavelet synthesis :

f= ) (bilf)w;
71

A signal sampled on N points is
wavelet analyzed and synthetized in CN operations
if one uses compactly-supported wavelets
computed from a quadratic mirror filter of length M.



Examples of orthogonal wavelets
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Orthogonal wavelets representation

Wavelets
o Y,

_vaﬂvmv_ _ Ak N Lr

12 =27 position i

Wavelet I T
coefficients

fii= <¢ji‘f>

scale j
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Academic example

. ,-///— _h\\
Function P \\
sampled on 4 .
— N,
N = 512 AN
grid-points // \
0.0JE+O0 » o= 1.0CE+00

N =512
wavelet |,
coefficients

| T T T T —
-4.0JE+00 LOGARITH. 1.00E+00

Periadic Soline wavelets: IDEGR = 6 Y= 512
Threshold EPS= 00JE+00 # active 'wWlLLCosf, =512



Linear approximation

Function A e
reconstructed A~ \
from 64  w |£ st

wavelet P
> \
coefficients \ﬁ,ﬁ/ \.«,

-1.45z+00

0.00E+00D o= |.OJE+00

011000 0O 0O O 0 A R

64 wavelet
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Nonlinear approximation

1.Z8E+00

Function P N

reconstructed Va \\
from 64 ., | .
wavelet a .

coefficients / \

1. Z8E+00

0.0JE+Q0 A =& |.0CE+00D

64 wavelet
coefficients ..,
such that

e
ii| > €
| fJ z | -4 MIF 400 I NRARITH 1 MF+0N

Periadic Spline w/avelets: |IDEGR = 6 Y= 512
Threshold EPS= Z.0JE-D3 # active Wl-Cosl. = 64




2D orthogonal wavelets

Scaling function Wavelet

o Y-
o(z)o(y) Y(z)P(y)

Coarse " Horizontal
approximation details
b ()Y (y) P(z)Y(y)
Vertical z . Diagonal

details details



Wavelet decomposition

Image sampled on N=(2°)? pixels N=5122 wavelet coefficients




Linear compression
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B4 i

Image reconstructed up to scale 24 162=0.1% N wavelet coefficients




Linear compression

Image reconstructed up to scale 2° 322=0.4% N wavelet coefficients




Linear compression
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Image reconstructed up to scale 2° 642=1.6% N wavelet coefficients




Linear compression
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Linear compression
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Linear compression
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Nonlinear c!ompression
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Image sampled on N=(2°)? pixels N=5122 wavelet coefficients




Nonlinear compression

5

3.3% N wavelet coefficients

Image reconstructed from 3.3% N



Linear compression Nonlinear compression

2% N wavelet coefficients




Nonlinear compression

Image reconstructed from 10% N 10% N wavelet coefficients




Wavelet denoising algorithm

Apophatic method :

- no hypothesis on the structures,
- only hypothesis on the noise,
- simplest hypothesis as our first choice.

Hypothesis on the noise :
f,=fy+n

n Gaussian white noise,
<f.?> variance of the noisy signal,
N number of coefficients of f,,.

Wavelet decomposition :

~ J scale,
fji =<f h/Jﬁ = jposition

Estimation of the threshold :
—\2<£’> In(N)
Wavelet reconstruction :

Ef

n

]l




2D academic example (SNR =10 dB)
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Extraction of Bose-Einstein condensate

X

Optical
density
of Lithium
atoms

Iterative
Wavelet
Denoising
(IWD)

Median
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Deviation
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Tokamaks for controlled fusion
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Tore-Supra, Cadarache (France)



Fast camera in Tore-Supra
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Extracting coherent structures in 2D

Total vorticity

100% E
100% Z
Coherent vorticity Incoherent vorticity
99% E 1% E

80%Z . o 3%Z



Extracting coherent structures in 3D

DNS
N=20483

Coherent vorticity |

2.6 % N coefficients
80% enstrophy
99% energy
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cnrs formation

entreprises

K dépasser les frontiéres

L'organisme de formation continue du CNRS

QUI SOMMES-NOUS ? ENTREPRISES ORGANISMES PUBLICS PARTICULIERS

< Formation précédente ":J \ Choisir une formation

Transformée de Fourier, transformées en ondelettes et

Wi NI  naquets d'ondelettes : théorie et applications en traitement
de la formation de signal et en traitement d'image

=
@
- Apprendre les tachniques classiques utilisant la transformée de Fourier et les nouvelles technigues

L I y I D développées a partir de la fransformée en ondelettes
- Savoir appliguer cas techniquas an fraitement du signal et en traitement d'image

- Efre capable dutiliser les différents programmes de transformées en ondelettes et en paguets
dondelettes

Laboratoire de métdcralogie
dynamigua - UMR 8538
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LIEU

GIF-SUR-YVETTE (81) 1er jour : transformée de Fourier

ORGANISATION - Transformée de Fourier confinue : propriétés, théoréme de Parseval, convolution
) - Principe dlincartitude et plan tempe-fréquence

5 jours - Transformée de Fourier discrate. Théoréme d'échantilonnage

Oe 73 10 stagiaires - Transforméa de Fourier & fenétre





